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Notationsverzeichnis

Notation Beschreibung

N die Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}.

Ny die Menge der natiirlichen Zahlen N vereinigt mit {0}.

R.o die Menge der positiven reellen Zahlen.

P die Menge der Primzahlen.

H die obere Halbebene {z € C | Im(z) > 0}.

F, der endliche Kérper mit p Elementen. Wird synonym zu Z/pZ ver-
wendet.

R~ die Einheitengruppe eines Rings R mit 1.

ek die Vielfachheit des k-ten irreduziblen Faktors in einer eindeutigen
Zerlegung.

Cm eine m-te Einheitswurzel.

Lo die Menge der m-ten Einheitswurzeln.

1 die Menge aller Einheitswurzeln.

o(k) die Teilersummenfunktion o (k) := ¥y d.

o(n) die Eulersche @-Funktion ¢(n) :=|{ke{1,...,n} | ggT(k,n) =1}|.

Min,(X) das Minimalpolynom einer algebraischen Zahl « € C.

Min,(X) bezeichnet das Polynom Min, € Z/nZ[ X ], welches fiir ein Min,, €
Z[ X ] durch Reduktion der Koeffizienten modulo n entsteht.

An(2) die Funktion n!P,(2).

An(z)

die Funktion n!Pj(2).







Einleitung

Hauptgegenstand dieser Arbeit ist die Nullstellenverteilung der D’Arcais Polynome,
deren Name auf den italienischen Mathematiker Francesco Flores D’Arcais (1849-
1927) zuriickgeht [21]. Sie sind eine Familie von Polynomen P, : C — C gegeben
durch [10, s. 446|

o0

ipn(Z)q” =[1A-¢")7 lgl<1.

n=1

In der Kombinatorik werden sie Nekrasov-Okounkov-Polynome genannt |7]. Nekra-
sov und Okounkov entdeckten eine Formel, die von zufilligen Partitionen und der
Seiberg-Witten-Theorie abgeleitet ist [24]. Han hat die Formel in Verbindung mit den
Macdonald-Identitéten gebracht [7] (siche auch Westbury [30]). Sei A eine Partition
von n mit Gewicht |A| = n und H(\) die Multimenge der zu A\ gehorigen Hakenldngen
(hook lengths). Sei P die Menge aller Partitionen. Dann ist die Nekrasov-Okounkov-
Hakenlédngenformel (Nekrasov—Okounkov hook length formula) fiir z € C gegeben

durch -
z
S TT (1= ) =TT-a)" <t

XeP he(N) n=1
Die D’Arcais Polynome kénnen auch rekursiv definiert werden [10, s. 447]:

n

P.(z) = % Zg(k‘)Pn—k(z), Py(z) =1.

k=1

Hierbei ist o(k) := g d die Teilersummenfunktion. Die Schwierigkeit der Nullstel-
lenbestimmung ldsst sich bereits beim Betrachten der ersten Polynome bis n = 10
erahnen (vgl. [10, s. 447-448]).

Py(z)=1;
Pi(2) =z
21Py(2) = 22 + 32 = z(2 + 3);
31P5(2) = 2(22 +92+8) = 2(2 +8) (2 + 1);
APy(2) = 2(2% +182% + 592 +42) = 2(2 + 14) (3 + 2) (2 + 1);
51P5(2) = 2(2" +302° + 2152° + 450z + 144) = 2(3+ 2) (2 + 6)(2° + 21z + 8);

6!Ps(2) = 2(2° + 452* + 56523 + 24752% + 33942 + 1440)
=2(2+10)(2 + 1) (2 + 3422 + 1812 + 144);

TIP;(2) = 2(2° + 632° + 12252* + 93452° + 2829422 + 309122 + 5760)
=2(z+8)(3+2)(2+2) (2% + 5022 + 529z + 120);



81P5(2) = (27 + 8425 + 233825 + 277202 + 14788923 + 34011622 + 2932922 + 75600)
2(z+6)(3+2) (2 +1)(2* +742% + 15712% + 99942 + 4200);

9 Py(2) = 2% + 1082% + 40742" + 6955225 + 5793692° + 23413322* + 433559623
+ 303220822 + 5241602
=2(2+14)(2+26) (2 +4)(3+2) (2 + 1)(2% + 6022 + 4912 + 120);

10!P(2) = 2'% + 13527 + 66302® + 15435027 + 18575132° + 1174477525
+380499202* + 577737002% + 3629073622 + 65318402
= 2(z+ 1) (2% + 13427 + 649625 + 1478542° + 17096592* + 100351162°
+280148042% + 297588962 + 6531840).

Die Nullstellen verteilen sich wie in Abbildung 1 zu sehen.

|1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10
4‘—:—f—f—;—f—f—g—:—f;n(z) ~ £0,71
-10 ¢ ’ I .
-20 1 ¢ oo .
-30 - . ] ¢
40 - . .
-50 )
-60 - .
Re(z)

Abbildung 1: Realteile der Nullstellen von P, bis n = 10. Blaue Punkte entsprechen
reellen Nullstellen und rote Punkte entsprechen echt komplexen Nullstellen.

Bis n = 4 sind Nullstellen ausschliefslich aus Z \ N, ab n = 5 treten erstmals welche
aus R\ Q auf und ab n = 10 schlieflich auch welche aus C \ R. Die Familie der
D’Arcais Polynome besitzt interessanterweise weder Nullstellen in Q \ Z, noch in N
und da P, ausschlieklich positive Koeffizienten hat, sind Nullstellen nie positiv (s.
Abschnitt 1.3).

Die D’Arcais Polynome sind stark mit Partitionen! und Modulformen verkniipft,

5. Definition 1.1.



weshalb ihre Untersuchung von besonderem Interesse ist. Fiir die Partitionsfunktion?
gilt p(n) = P,(1) und fiir die berithmte Ramanujan Tau-Funktion 7(n) = P,_1(-24).
Es wird davon ausgegangen, dass 7 keine Nullstelle besitzt (Lehmer Vermutung
1947) [22]|. Der starke Bezug zu Modulformen wird durch den Zusammenhang zur
Dedekindschen Etafunktion 7 : H — C klar [10, s. 446]:

nw)yZ =g [[(1-¢")"=q2 Y P(2)¢", q:=e*"". (0.1)
n=1 n=0

Der n-te Fourier Koeffizient verschwindet genau dann, wenn F,(z) = 0 ist. Bei-
spielsweise findet man mithilfe von Eulers Pentagonalzahlensatz® und dem Jacobi-
Tripelprodukt die Identitdten [10, s. 446]

3k2-k 3k2+k

Pn<—1>q”=fjl<1—q"):1+ g<—1>k(q )

k2+k

Pu(-3)q" = f{la ) = g’:(—l)k@m )¢, (0.2)

Mg 108

0

n

Durch Koeffizietenvergleich folgt, dass fiir z = =1 genau die Fourier Koeffizienten
verschwinden, fiir die n # ?’kQT*k fir alle k € Ny ist. Beispielsweise ist P3(-1) = 0.
Analog finden wir fiir z = -3, dass die Fourier Koeffizienten bei n # k22+k verschwin-
den, z.B. gilt P»(-3) = 0. Es werden n und n? auch superlakunér* (superlacunary)

genannt. Geméf [26, s. 1023-1024] gilt fiir r e N

n" ist superlakunédr < re{1,3}.

Superlakunére Reihen sind insbesondere lakunér® (lacunary). Fiir gerade r € N be-
wies Serre [29]
n" ist lakunar <> re€{2,4,6,8,10,14,26}.

Generell ist {iber das Verschwinden der Fourier Koeffizienten von n" fiir r € N nicht
viel bekannt. Weitere Infos sind in Abschnitt 5.1 zu finden.

Im Artikel [10] von Heim, Luca und Neuhauser wird der Fall z € pu untersucht (u
bezeichnet die Menge aller Einheitswurzeln®). Sie bewiesen, dass die Fourier Koef-
fizienten von n=* fiir z € p ~ {-1,1} nie verschwinden. Ein Ziel dieser Arbeit ist es
einen alternativen Beweis fiir dieses Resultat zu erbringen. Dazu fiihren wir einen
Widerspruchsbeweis.

2s. Definition 1.2.

3s. Satz 2.23.

4d.h. jeder Index ihrer von Null verschiedenen Fourier Koeffizienten wird durch eine (die gleiche)
quadratische Formel erzeugt. Fiir eine rigorose Definition siehe Definition 5.2.

5d.h. die arithmetische Dichte der von null verschiedenen Koeffizienten ist null. Fiir eine rigorose
Definition siehe Definition 5.1.

6s. Definition 2.1.



Beweisskizze

Sei ¢ € p~{-1,1} eine m-te Einheitswurzel. Wir nehmen P,((,,) =0 an und
zeigen, dass die Voraussetzung des Satzes® von Dedekind-Kummer erfiillt ist.
Den wenden wir an und erhalten ein Polynom Min,,, € F,[X], wobei p € P eine
Primzahl ist und Min, das Minimalpolynom® von (,,, dessen Koeffizienten
modulo p reduziert wurden. Laut Satz besitzt dieses eine Faktorisierung

Ming, (X) = g1(X)“--g-(X),

wobei ¢7,...,g, verschiedene irreduzible normierte Polynome sind. Sei d :=
deg(gx) (1 <k <r). Wir finden durch Untersuchung von P,, dass Min,,, fiir
p € {2,3} in Linearfaktoren zerfallt® d.h. dy,...,d, = 1 gilt. Nach dem Satz
von Dedekind-Kummer stimmen auferdem di,...,d, mit den Tragheitsgra-
den? gewisser Primideale iiberein. Diese Tragheitsgrade konnen wir durch das
Zerlegungsgesetzes® von Primzahlen in Kreisteilungskorpern/ abschitzen. Fiir
p = 2 folgt, dass (,, mit m = 2!, [ € N sein muss, damit dy,...,d, = 1 erfiillt
ist. Und fiir p = 3 folgt analog m = 3! oder m = 2- 3. Da sich diese Formen
gegenseitig ausschliefsen, haben wir einen Widerspruch. Folglich ist P, ((,) # 0
fir alle ¢, € p~ {-1,1}.

s. Satz 2.17 in Abschnitt 2.1
s. Definition 1.33.

s. Lemma 1.37.

s. Definition 2.15.

s. Satz 2.18 und Korollar 2.19 in Abschnitt 2.1.
fs. Definition 2.6.

- J

Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist mithilfe des Ansatzes aus obiger Beweisskizze
folgendes allgemeinere Resultat [15, s. 3] zu zeigen: Sei g : N — N mit g(1) = 1 und
sei

Po(z) = %ég(k)Pg_k(z), PO(z) = 1.

Fiir g(3) # 2 (mod 3) folgt P ((,) # 0 fur alle ¢, € u~{-1,1}. Dies ist insbesondere
fir g = o erfiillt (P7 = F,).

Dem Leser soll zudem ein Einblick in den Forschungsstand zur Nullstellenverteilung
der D’Arcais Polynome bekommen (abgedeckt durch die Abschnitte 1.3, 2.2, 3.1,
3.2 und Kapitel 4 und 5). Ferner soll die Verbindung zu anderen Themengebieten
aufgezeigt werden (abgedeckt durch die Einleitung und Abschnitte 1.2, 3.3 und 5.1).
Im Fazit werden die wichtigsten Ergebnisse der Arbeit gebiindelt. Diese Arbeit setzt
grundlegende Kenntnisse in Analysis [18|, Algebra [20] und Zahlentheorie [23] vor-
aus. Zudem sind Kenntnisse in Funktionentheorie [6] und Modulformen [3] hilfreich.
Das Lesen dieser Arbeit in der digitalen Fassung bietet den Vorteil bei Querver-
weisen per Klick an die Zielstelle zu springen und in Abbildungen hereinzoomen
zu konnen. Abbildungen bleiben beim Zoomen scharf, was besonders in Kapitel 4
angenehm ist.



1 Die Partitionsfunktion und D’Arcais Polynome

In diesem Kapitel werden wir die Partitionsfunktion und die D’Arcais Polynome
einfiihren. Die Familie der D’Arcais Polynome stellt eine Verallgemeinerung der
Partitionsfunktion dar. Wir werden Eigenschaften der D’Arcais Polynome herleiten,
die bei der Untersuchung ihrer Nullstellen hilfreich sind. Hierzu zé&hlt die rekursive
Formel

z n

P.(z) = - Z o(k)Py_k(2), Py(z)=1,
k=1

aus Abschnitt 1.2. Weiter werden wir in Abschnitt 1.3 die folgenden notwendigen
Kriterien fiir Nullstellen o von P, herleiten:

(i) € OQ(Q),
(il)  a¢ Ry,
(ili) P.(@) =0.

Im letzten Teil dieses Kapitels untersuchen wir n!P,(z) modulo p als Vorbereitung
fiir den Beweis des Satzes 2.20 von Heim, Luca und Neuhauser in Kapitel 2.

1.1 Einfiihrung der Partitionsfunktion p(n)

Die Definition einer Partition und der Partitionsfunktion wurden aus [1, s. 1| iiber-
nommen.

Definition 1.1. Eine Partition von n € N ist eine endliche, nicht-wachsende Folge
von natiirlichen Zahlen Aj, Ay, ..., A, sodass Yi_; \; = n ist. Die A\; werden Teile der
Partition genannt.

Definition 1.2. Die Partitionsfunktion p : Ny — N gibt fiir eine nicht-negative
ganze Zahl n die Anzahl der Partitionen von n an, geschrieben als p(n). Ein Son-
derfall ist n = 0, wir setzen p(0) := 1.

Beispiel 1.3. (1,1,1), (2,1) und (3) sind alle Partitionen von n = 3, es gilt p(3) = 3.

Euler fand eine erzeugende Funktion fiir die Partitionsfunktion, welche eine wichtige
Grundlage fiir die Theorie der Partitionen darstellt. Nachfolgender Satz stammt aus
[2, s. 308] und die Beweisskizze ist eine tiberarbeitete Version aus meiner Bachelor-
arbeit, sie orientiert sich an [1, s. 3-5], [2, s. 308-309].

Satz 1.4 (Euler). Sei |q| <1, so gilt

i p(n)g" = ,ﬁ“ . (1.1)

Beweisskizze. Die Beweisskizze soll die Grundidee des Beweises aufzeigen. Die
Frage nach der Konvergenz, die unsere einzelnen Umformungen rechtfertigt, lassen
wir vorerst beiseite. Damit beschéftigen wir uns im Anschluss im rigorosen Beweis.



Fiir |¢| < 1 kénnen wir die einzelnen Faktoren auf der rechten Seite von (1.1) als
geometrische Reihe schreiben.

[T =T12@"Y =TT ¢" (12)
k=1 q k=14=0 k=15=0

Wenn (1.2) ausschreiben erhalten wir
(I+gd" +@+g*+-)-
(I+@F+q¢"+¢%+-)-
(1+@+¢%+¢%+-)-
(1.3)

Wobei der Faktor in der 1-ten Zeile ﬁ, der in der 2-ten Zeile # und der in der

3-ten Zeile 1_1q3 entspricht usw. Wir schreiben (1.3) noch etwas um, um besser zu

sehen, was genau passiert.

(1+q' +¢" 1+
24242

q
(1+q2+q2+2+q
q3+3+3

£
1)
(1+@>+¢*3+ +o)
(1.4)

Beim Ausmultiplizieren von (1.4), entsteht dann im Exponenten der resultieren-
den Summanden jeweils eine Summe, die einer Partition entspricht. Eine Ausnahme
dabei ist der Summand 1 = ¢°, welcher genau 1-mal auftritt. Vernachlissigt man
diesen, dann werden insgesamt genau alle moglichen Partitionen aller natiirlichen
Zahlen durch die Exponenten getroffen. Deshalb tritt ¢® mit n € N dann im aus-
multiplizierten Term genau p(n)-mal als Summand auf, also fiir jede Partition von
n genau l-mal. ¢° stellt wegen p(0) = 1 kein Problem dar. Damit entspricht (1.4)

genau .o p(n)q". O

Im rigorosen Beweis von Satz 1.4 werden wir uns der Funktionentheorie bedienen.
Dazu folgen nun einige Definitionen und Sétze. Als Quelle nutzen wir [6] (aufer fur
das Weierstraksche Majorantenkriterium). Wir beginnen mit dem grundlegenden
Begriff der komplexen Differenzierbarkeit [6, s. 35].

Definition 1.5. Eine Funktion
f:D—C, DcC,

heiltt komplex differenzierbar im Punkt a € D, falls der Grenzwert

1 fG) = (@)

zZ—=a Z—Q

existiert.

Dies fiithrt uns zum zentralen Begriff der Funktionentheorie, der Holomorhpie [6,
s. 45].



Definition 1.6. Eine Funktion
f:D—C, DcC offen,
welche in jedem Punkt von D komplex differenzierbar ist, heifst holomorph.

Nachfolgendes Lemma zeigt eine wichtige Eigenschaft der komplexen Differenzier-
barkeit |6, s. 36].

Lemma 1.7. Die Funktionen f,g : D — C, D c C, seten in a € D komplex
differenzierbar. Dann sind auch die Funktionen

f+g; M, XeC; f-g wund %, falls f(a) #0 ust,

m a komplex differenzierbar.

Lemma 1.7 gilt insbesondere fiir die Holomorphie von Funktionen. Das néchste Lem-
ma ist im Umgang mit Polynomen sehr hilfreich |6, s. 37].

Lemma 1.8. Jedes Polynom f:C — C ist holomorph.

Das folgende Lemma von Abel gibt wichtigen Aufschluss tiber das Konvergenzver-
halten von Potenzreihen |6, s. 104]:

Lemma 1.9 (Abel). Zu jeder Potenzreihe
Qo+ 12+ agz® + . ..

existiert ein eindeutig bestimmtes r € [0,00] := [0,00) U {o0} mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) Die Reihe konvergiert in der offenen Kreisscheibe B,(0) = {z € C : |z] < r}
absolut und lokal gleichmdfig (d.h. gleichmdflig auf jeder kompakten Teilmenge
von B,(0)).

(it) Die Reihe konvergiert fiir keinen Punkt z € C mit |z| > r.
Basierend auf Lemma 1.9 folgende Definition [6, s. 104]:

Definition 1.10. Die nach Lemma 1.9 eindeutig bestimmte Grofe r € [0, oo] heift
Konvergenzradius und die Kreisscheibe B,.(0) heilt Konvergenzkreisscheibe der Po-
tenzreihe. Im Fall r = oo ist B,.(0) = C, im Falle r =0 ist B,(0) = @.

Aus dem Lemma von Abel ergibt sich folgendes Korollar [6, s. 105]:

Korollar 1.11. FEine Potenzreihe stellt in threr Konvergenzkreisscheibe eine holo-
morphe Funktion dar.

Nun zu einem zentralen Satz, dem Identitdtssatz [6, s. 120]. Er wird in der Funk-
tionentheorie héufig zur Herleitung der Gleichheit zweier Funktionen verwendet.

Satz 1.12 (Identitétssatz). Sind f,g: D — C zwei holomorphe Funktionen auf
einem Gebiet D + @&, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

7



(i) f=9

(1) Die Koinzidenzmenge {z € D: f(2) =g(2)} hat einen Haufungspunkt in D.
(iii) Es gibt einen Punkt zg € D mit f(")(z) = g™ (20) fiir alle n € Ny.
Nach einer Bemerkung in |6, s. 201] gilt:

Lemma 1.13. Sei (ay)ren eine Folge komplexer Zahlen, sodass

ﬁ(l + ak)
k=1

absolut konvergiert. Dann ist der Wert des Produkts genau dann von 0 verschieden,
wenn alle Faktoren (1 + ag) von 0 verschieden sind.

Nach einer weiteren Bemerkung in [6, s. 201] gilt:

Lemma 1.14. Sei D ¢ C ein Gebiet und (fx)ren eine Folge holomorpher Funktionen
fr:D— C. Wenn Y72, fr absolut und gleichmdflig konvergiert, dann auch F(z) :=
[Tie1 (1+ fi(2)) und weiter definiert F' dann eine holomorphe Funktion F': D — C.

Das Weierstrakschen Majorantenkriterium (vgl. [18, s. 555]) ist ein niitzliches Krite-
rium zum Nachweis gleichméfiger und absoluter Konvergenz einer Funktionenreihe.

Satz 1.15 (Weierstrafisches Majorantenkriterium). Sei (f,)ny eine Folge
reell- oder komplezwertiger Funktionen auf einer Menge X. Wenn fiir alle n € N
eine Konstante M, € R existiert, sodass fiir alle x € X

gilt und die Reihe Y.,"1 M, konvergiert, dann kovergiert die Reihe

zfncr)

gleichmdf$ig auf X.

Mit dem Weierstrafsschen Majorantenkriterium folgt auch absolute Konvergenz,
denn wenn die Voraussetzung fiir (fi)xen erfiillt ist, so ist sie dies auch fiir (gi)gen
mit gy = |fx|- Nun endlich zum rigorosen Beweis von Satz 1.4. Der Beweis ist eine
iberarbeitete Version aus meiner Bachelorarbeit und orientiert sich an [1, s. 3-5], [2,
s. 304-318] und [6, s. 104-105; s. 120].

Beweis. (Rigoroser Beweis von Satz 1.4) Fiir r > 0 definieren wir eine offene Kreis-
scheibe in C durch B,(0) =: {z € C: |z| <r}. Wir betrachten ¢ zunéchst als Variable
und zeigen die absolute und gleichméifige Konvergenz von

(1.5)



auf Teilmengen B, (0) ¢ B;(0). Wenn

o0

[T1(1-¢") (1.6)
k=1
absolut und gleichméfig auf B,.(0) ¢ B;(0) konvergiert, dann auch (1.5), da wir 0
als Grenzwert von (1.6) (falls vorhanden) ausschliefen konnen. Denn fiir ¢ € B,.(0)
folgt wegen r, :=|g| < r < 1 mit der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir £ > 1

1-g|>[1-rf[>1-rF>0

und damit kann 0 nach Lemma 1.13 kein Grenzwert von (1.6) sein. Sei hx(q) = —¢*
mit k € N. hy ist als Polynom nach Lemma 1.8 insbesondere auf B,.(0) ¢ B;(0)
holomorph. Nach Lemma 1.14 reicht es, die absolute und gleichméfige Konvergenz
von Yooy —¢* auf B,(0) ¢ B1(0) zu zeigen, um diese fiir (1.6) zu zeigen und die Holo-
morphie von (1.6) auf B,.(0) ¢ B;(0) zu zeigen. Dafiir nutzen wir das Weierstrafssche
Majorantenkriterium (s. Satz 1.15). Sei ¢ € B,.(0) € B1(0), dann ist

0<|-¢f|=rk<rf <1
Wir wahlen M, :=r* als Majorante und finden mithilfe der geometrischen Reihe

o0 [ee) 1
0<Y My=-1+Yr"=——-1<oo.
k=1 k=0 1-r

Es folgt die absolute und gleichméfige Konvergenz von Yo, —¢* auf Teilmengen
B,(0) ¢ B1(0) und damit insbesondere auf B,.(0). Nach Lemma 1.14 folgt jetzt die
absolute und gleichméfige Konvergenz, sowie Holomorphie von (1.6) auf B,(0) ¢
By (0) fiir jedes r < 1. Da sich fiir jedes z € B1(0) ein r < 1 findet, sodass z € B,(0)
ist, gilt die Holomorphie sogar auf B;(0). Da 0 kein Grenzwert von (1.6) sein kann,
folgen fiir (1.5) ebenfalls absolute und gleichméfige Konvergenz auf B, (0) ¢ B1(0)
und wegen Lemma 1.7 auch Holomorphie auf B;(0). Als Néchstes wollen wir

= 1

> p(ma =1 (17)
n=0 k=114
zeigen. Sei m € N und sei im nachfolgenden 0 < ¢ < 1 reell, so gilt
Hl— k :HZ(qk)] :qujk
k=1 qa©  k-1j=0 k=1;=0
— (1 +q1 +q1+1 +q1+1+1 + )
(1 +qm +qm+m +qm+m+m +) (18)

Unsere Schritte in (1.8) sind legitim, da wir ein endliches Produkt iiber absolut
konvergente Reihen betrachten. Wir sehen, dass die rechte Seite von (1.8) ausmul-
tipliziert genau die Partitionen im Exponenten von ¢ darstellt, die nur aus Teilen
< m bestehen. Sei ausschliefslich fiir diesen Beweis p,,(n) definiert als die Anzahl
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der Partitionen von n, die nur aus Teilen < m bestehen. Damit entspricht die rechte
Seite von (1.8) genau Yo" pm(n)g™ und es folgt

m

me(n)q

kzll_

Fir n <m gilt p,,(n) = p(n), da die Teile der von p(n) gezéhlten Partitionen < n <
m sind. Fir m < n gilt allerdings p,,(n) < p(n), da p,,(n) nicht mehr alle Partitionen
von n zahlt, wie z.B. die Partition (n). Es folgt

m 1 o0 m o0 m
= 2 on(n)g" = Y p()" Y pu(n)g" 2 Yop(n)g". (L9)
k=1 n=0 n=0 n=m+1 n=0

Mit Hilfe von (1.9) und der zuvor gezeigten absoluten und gleichméfigen Konvergenz
von (1.5) finden wir

m m 1 m+1

S o <[ < [T <[]

n=0 k11— q* k11 q* 1 L

(1.10)

Es ist 0 < p(n)g" und fiir ¢ fest gewdihlt gilt [T =x € R. Wegen (1.10) folgt deshalb

mit dem Monotoniekriterium die Konvergenz von Y p(n)g™ und aufserdem
n=0

= 1

p(n)q" < : (1.11)
r;) w1 1-g"
Andererseits gilt
m 1 [ . %) .
[T = X pu(n)g" < ¥ p(n)a" (1.12)
k=1 n=0 n=0
I+1
Sei (ar)ien definiert durch a; : = Il - Bs ist a < ary und fiir g fest gewdihlt gilt

Y op(n)g® € R. Wegen (1.12) folgt deshalb mit dem Monotoniekriterium die Un-
gleichung

[ee)

< p(n (1.13)

kll gk n=0

Mit (1.13) und (1.11) folgt schlieflich (1.7). Dies haben wir allerdings nur fiir 0 < ¢ < 1
gezeigt, was wir nun auf g € B1(0) ausweiten wollen.

Seien f und g definiert durch

@) =11 1qk, 9(q) = Zp(n)q

k= 1

Wenn f und g beide auf B;(0) holomorph sind, so folgt mit dem Identitétssatz (s.
Lemma 1.12), dass (1.7) fiir alle g € B1(0) gilt. Denn wegen

{geR: 0<q<1}c{zeBi(0): f(2)=9(2)},

10



hat die Koinzidenzmenge {z € B1(0): f(2) = g(2)} einen Haufungspunkt in B;(0).
Die Holomorphie von f auf B;(0) hatten wir bereits gezeigt, es bleibt jene fiir g zu
zeigen. Wir wissen g konvergiert fiir 0 < ¢ < 1, da in diesem Fall f(q) = g(q) gilt.
Fiir ¢ - 1 ergibt sich somit wegen Lemma 1.9 (ii), dass der Konvergenzradius von
g mindestens 1 ist. Nach Korollar 1.11 sind Potenzreihen auf ihrer offenen Konver-
genzkreisscheibe holomorph. Demnach ist g auf B;(0) holomorph, da es sich hierbei
um ein Gebiet innerhalb der Konvergenzkreisscheibe handelt. O

1.2 Einfiihrung der D’Arcais Polynome P, (%)

Wir haben im Beweis von Satz 1.4 gezeigt, dass [[ro;(1 - ¢*)~! eine holomorphe
Funktion auf der Einheitskreisscheibe definiert. Potenziert man diese Funktion mit
einer komplexen Variablen z, so ist die resultierende Funktion

(ﬁ(l - qk)‘l) = IO_OI(l -q")7,
k=1 k=1

als Komposition holomorpher Funktionen ebenfalls holomorph (s. [6, s. 37] Ket-
tenregel). Die garantierte Existenz einer Potenzreihenentwicklung fiir holomorphe
Funktionen (s. [6, s. 106] Potenzreihenentwicklungssatz) fiihrt zur folgenden Defini-
tion (vgl. [14, s. 1]).

Definition 1.16. Sei g := €2 mit w € H (was dquivalent zu |¢| < 1 ist). Die D’Arcais
Polynome P, : C — C sind gegeben durch

i Pu(2)q" = f{lu—qw-z. (1.14)

Die D’Arcais Polynome sind eine Verallgemeinerung der Partitionsfunktion und es
gilt P,(1) = p(n). Wir werden nun eine Darstellung von (1.14) iiber die Exponenti-
alfunktion und eine rekursive Formel fiir P, herleiten. Letztere zeigt insbesondere,
dass es sich bei den D’Arcais Polynomen tatséchlich um Polynome handelt. Fiir die
Beweise bedarf es etwas Vorarbeit.

Nachfolgende Definition stammt aus |2, s. 38]. Der Rest dieses Abschnitts orientiert
sich (wenn nicht anders angegeben) samt Beweisen an |2, s. 322-323].

Definition 1.17. Fiir k € N ist die Teilersummenfunktion o(k) definiert durch

o(k):=>d,

dlk
wobei die Summe {iber alle positiven Teiler d von k lauft.

Lemma 1.18. Sei z € C eine Konstante und sei

f(z) = fll(l )

11



Fiir |x| < 1 gilt:

"k, (1.15)

x- /') = i i zna™t = zga(k)xk. (1.16)

Beweis. Wie in der Literatur nehmen wir ohne Beweis an, dass f fiir || < 1 absolut
konvergiert und dort eine holomorphe Funktion ist. Damit konnen wir den natiirli-
chen Logarithmus auf f(x) anwenden. Die Potenzreihendarstellung des Logarithmus
lautet

In(1+2x) = Ii(—nk“%. (1.17)

Damit finden wir

NgK

In(f(z)) :—ziln(l—x N (1.18)

z
n=1 1k

o
1l

Schliefllich betrachten wir

') n(f(x "—zoooom;”kzzooamxm
o) T z-(In(f(x))) 1;/; m; (m)x™.

O

Die im néchsten Lemma beschriebene Konvergenzeigenschaft wird im Beweis von
Proposition 1.20 benotigt. Ein Nachweis im Buch fehlt und wird stattdessen hier
von uns erbracht.

Lemma 1.19. Sei z € C eine Konstante. Fir |x| < 1 konvergieren die beiden Funk-
tionsreihen

i i zna"*l (1.19)
i o(k)zak? (1.20)

absolut und gleichmdfig.

Beweis. Sei z € C eine Konstante und r := |z| < 1. Wir beginnen mit (1.19). Die
innere Reihe notieren wir mit a,, := Y 5o, znz™ 1. Wir wollen eine Majorante M, fiir
|la,,| finden und das Weierstrafsche Majorantenkriterium verwenden, um die absolute
und gleichméfige Konvergenz von 3,7, a,, zu zeigen.

lan| < 3 [zna™ ] = 2ne Y ()R = |2l (—1 + Z(r”)k)
k=1 k=1 k=0
* ]_ - n 1 -1
2 |znrt (— d + ) = |z | = M,
1—rn

12



In Schritt *; haben wir die geometrische Reihe benutzt. Wir haben |a,| < M, ¢ R
gezeigt. Wir zeigen nun die Konvergenz von Y., M, mit dem Quotientenkriterium.

Mp| Mpy Jz|(n+ 1) 1= n+l1 1-1m
= = . = . . ’r’
M, M, L—rn+l zjnrnet n  1—rn+l
41 .on+l 1-r"
= "1 = lim . r=1-1-r=r<1.
n—o0o n n—o0o n 1 _ /’/’n+1

Gemaéfs des Quotientenkriteriums konvergiert > -, M, deshalb absolut. Mit dem
Weierstrafschen Majorantenkriterium folgt nun die absolute und gleichméafige Kon-
vergenz von Y. a, fir |z| < 1.

Wir fahren mit (1.20) fort. Sei by := o(k)z2z*~1. Wir gehen wie eben vor und suchen
eine geeignete Majorante M fiir |b|, um spéter das Weierstrafische Majorantenkri-
terium zu verwenden. Da jede natiirliche Zahl k£ maximal k positive Teiler hat und
diese nie grofer als k selbst sind, konnen wir die Abschéitzung o(k) < k? verwenden.
Wir finden

b = o (k)|2lr*t < B2zt = M e R. (1.21)

Wir zeigen die Konvergenz von Y ;2; M} mit dem Quotientenkriterium.

k+1 MI:+1 (k+1)2z|r%  (k+1)2
= = 7.
k2|z|rk-1 k2
1)2
= lim k” = lim (k + )7’:1-7“:7“<1.
k—o0 & k—o0 k

Gemif des Quotientenkriteriums konvergiert Y72, M, deshalb absolut. Mit dem
Weierstrafischen Majorantenkriterium folgt nun die absolute und gleichméfige Kon-
vergenz von Y poq by fiir |z| < 1.

O

Wir kénnen nun die Darstellung von (1.14) tiber die Exponentialfunktion herleiten.

Proposition 1.20. Sei z € C. Fiir|q| < 1 gilt

o0

H(l—q”)_z =emp(zZa(n)—) (1.22)

n=1 n=1

Beweis. Sei z € C eine Konstante. Nach (1.16) gilt fur |z| < 1

oo [ee] oo
Y > zna™ = o(k)za”
n=1k=1 k=1

Wir nehmen z # 0 an, teilen beide Seiten durch z und integrieren anschliefend
beziiglich z:
[(Z > zna™ 1) ZI(ZU(k)Z.Tkl)dl‘
n=1 : k=1
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Wegen absoluter und gleichméfiger Konvergenz (geméf Lemma 1.19) kénnen wir
Summation und Integration vertauschen:

> znfa:”k_ld:v = Za(k’)z/ajk_ldx
n=1k=1 k=1
Ausfiihren der Integration:

Nach (1.15) entspricht die linke Seite In (f(x)). Wir setzen ein und benennen x zu
q um:

uMg

E —zZa(k)—

In (f:[l(l - q")‘z) = zga(k:)%

Anwenden der Exponentialfunktion auf beiden Seiten liefert die Behauptung fiir
¢ #+ 0. Wie man leicht nachrechnet gilt (1.22) auch fiir ¢ = 0. O

Wir zeigen nun, wie die D’Arcais Polynome rekursiv definiert werden konnen. Die
Formel zeigt insbesondere, dass es sich tatsidchlich um Polynome von Grad n handelt.
Der Satz samt Beweis orientiert sich an |2, s. 322-323|.

Satz 1.21. SeineN. Es gilt

n

Pu(z) = 2 S (k) Par(z), Po(z)=1. (1.23)

k=1

Beweis. Nach (1.16) gilt

x-f,(x)zzooa zk
ORI

Multiplizieren beider Seiten mit f(x) liefert
af'(x) =2f(x) ) o(k)z*
k=1

Wir schreiben f als Potenzreihe (vgl. (1.14)) und erhalten damit

x- inpn(z)x”‘l =z 2Pn(z)x”) (i a(k;)xk) :

k=1

Mithilfe des Cauchy-Produktes finden wir

ZnP (2)x izj: o k(2)o(k)x™.

n

Ein Koeffizientenvergleich liefert
nP,(z) = 2P, k(2)o(k),
k=1
wodurch wir (1.23) erhalten. Einsetzen von ¢ =0 in (1.14) liefert Py(z) = 1. O
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1.3 Notwendige Kriterien fiir Nullstellen von P,(z)

In diesem Abschnitt werden wir die rekursive Formel von Satz 1.21 nutzen, um wich-
tige Eigenschaften von n!P,(z) herzuleiten. Auferdem werden wir Ganzheitsringe
einfiihren. Mit Hilfe der Ergebnisse leiten wir dann notwendige Kriterien fiir die
Nullstellen von P, her. Folgende Definition stammt aus [10, s. 446].

Definition 1.22. Fiir n € Ny definieren wir A,,(z) :=n!P,(2).
Das nachfolgende Lemma orientiert sich an [10, s. 446].

Lemma 1.23. Fiir n > 2 existieren aq,...,a,-1 € N, sodass
An(2) = 2"+ ap 12" M+ a2

Wegen Ao(z) =1 und A1(z) = z folgt deshalb, dass A,, fir alle n € Ny ein normiertes
Polynom von Grad n mit Koeffizienten aus N ist.

Beweis. Fiir n e N folgt mit Satz 1.21

A (2) =nlPy(2) = z;a(k)(n SR () = 2 kil 7(0) A, () [T (n=m). (124)

Wegen Ag(z) =1 ist klar, dass A,, Grad n hat. Und da o(k) € N ist, hat A, stets
natiirliche Koeffizienten. Die Normiertheit zeigen wir per vollsténdiger Induktion.

Induktionsanfang: A; ist normiert.

Induktionsvoraussetzung: Nehme an A,, ist normiert fiir ein beliebiges n € N.

Induktionsschritt: Mit (1.24) finden wir

Ap1(2)=(n+1)1Pq(2) = go(k)n!zpml_k(z) =nlzP,(z) +:z+::0(k)n!an+1_k(z) )

*1
*2

Es hat *; Grad n + 1 und ist nach Induktionsvoraussetzung normiert. Andererseits
hat *5 Grad n. Folglich hat A,,1(z) als Summe von *; und %, Grad n + 1 und ist
normiert. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt, dass A, fir n € N
normiert ist. O

Wir fiihren nun den Begriff Ganzheitsring ein. Die drei néchsten Definitionen stam-
men aus [27, s. 71; s. 81-83].

Definition 1.24. Ein «a € C heiflt algebraisch, wenn ein normiertes Polynom f €
Q[X] mit f(«) = 0 existiert. Kann man f mit ganzzahligen Koeffizienten wéhlen,
so heilst a algebraisch ganz.

Definition 1.25. Ein Korper K ¢ C von endlichem Grad iiber Q heift Zahlkorper.
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Definition 1.26. Sei K ein Zahlkorper. Der Ganzheitsring Ok ist definiert durch
Ok = {a € K| a ist algebraisch ganz}.

Ein Nachweis der Ringeigenschaft von O ist in |27, s. 73| zu finden. Das néchste
Lemma orientiert sich samt Beweis an [27, s. 72].

Lemma 1.27. Sei K ein Zahlkorper. Es gilt
OxNQ=7Z. (1.25)

Beweis. Sei q € (Q\Z), dann kénnen wir ¢ als ¢ = £ schreiben, wobei k,m € Z
mit m > 1 und ggT(k,m) = 1 ist. Sei K ein Zahlkérper und nehme an g € Og. Dann
existiert

1

f(x)=2"+a, 12" "+ + a1z +ag € Z[ X]

mit f(g) =0. Wir finden damit

k™ an,lk”‘l Cle
= 4+ =t
mn mn-1 m

< 0=k"+a, k" 'm+---+akm™ ! +aym™

0

< 0=k"+m(ap k" +- +arkm™? + agm™!)

< k"= —m(an_lk”_l +orakm™? + aom”‘l).

Es folgt m | k™. Andererseits gilt nach Voraussetzung ggT(k,m) = 1 woraus m + k"
folgt. Wir haben einen Widerspruch und daher folgt

Ogn (Q N Z) =d.
Offensichtlich gilt Z ¢ Ok und somit folgt die Behauptung. m

Mit den Ergebinssen des Abschnitts liegt folgendes Korollar auf der Hand:
Korollar 1.28. SeineN und a € C mit P,(«) =0. Dann gilt

(1) aeO0qu),
(i)  a¢Rsp,
(i) P.(@)=0.
Beweis. SeineNund aeC.
Zu (i): Aus P,(a) = 0 folgt A, () =0 und mit Lemma 1.23 folgt dann o € Og(q)-

Zu (7i): Da P, nach Lemma 1.23 nur positive Koeffizienten hat, gilt fiir o > 0 stets
P,(a) > 0.

Zu (ii1i): Nach Lemma 1.23 ist P, ein Polynom mit ausschlieflich reellen Koeffi-
zienten. Fir solche gilt bekanntlich (leicht nachzurechnen), dass Nullstellen unter
komplexer konjugation Nullstellen bleiben. O]
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Zwar erfiillt z.B. a = +i die Bedingungen (7) und (#7), jedoch gilt stets P, («) # 0, wie
wir spéter zeigen werden. Die Bedingung (i) impliziert wegen (1.25) insbesondere
a ¢ (QNZ). Zu (i) sei noch angemerkt, dass fiir Nullstellen a sogar Re(a) < 0
vermutet wird (s. Vermutung 4.2).

1.4 n!P,(z) modulo p

In diesem Abschnitt werden wir zeigen (Lemma 1.37), dass Nullstellen o von P,
algebraisch ganz mit Minimalpolynom Min, € Z[X] sind. Und dass fiir p € {2,3}
das Polynom Min, € F,[X], welches durch Reduktion der Koeffizienten modulo p
von Min, entsteht, eine bis auf Reihenfolge eindeutige Linearfaktorzerlegung

Mina(X) = gi(X)--g(X)

besitzt, wobei g1, ..., g, verschieden sind. Lemma 1.37 ist essenziell fiir den in dieser
Arbeit gefithrten Beweis von Satz 2.20. Wir beginnen damit, A, modulo 2 bzw. 3
zu betrachten. Die ndchsten beiden Lemmata orientieren sich samt Beweis an den
Ideen aus [10, s. 450-452].

Lemma 1.29. Seil e Ny. Es gilt
Ay(2) = 2(z+1)! (mod 2) (1.26)
Agi1(2) = 241 (2 + 1) (mod 2) (1.27)

Bewets. Wir betrachten zunédchst den ungeraden Fall.

9 20+1

k-1
A21+1(z) (1:4) z Z O'(k)AQHl,k(Z) H 20+1-m
k=1 m=1

2041 k-1
= z (Agl(z) + > o(k)Agpip(z)- 20 ] 20 +1- m)
k=2 m=2

2zA9/(2) (mod 2)

Es gilt also
Agpi1(2) = zA9(2) (mod 2). (1.28)

Wir betrachten nun den geraden Fall, bevor wir mit dem ungeraden fortfahren.
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Dabei sei zunachst [ # 0. Wir finden

1.24

21 k-1
An(2) "2 2 S (k) Ayr(z) T[] 2 - m
k=1 m=1

Z(AZ,_I(Z) + 34 0(2)(20 - 1)

+ QZl o (k) Agii (2)(20 - 1)(21 - 2) ﬁ 21 - m)
k=3 m=3

2 (Ag1(2) + Ag2(2)) (mod 2)

02 (2Ana(2) + Ana(2)) (mod 2)

il

2(z+1)As-1y(2) (mod 2).

Wir haben gezeigt
Ag(2) = 2(2+1)Agq_y(2) (mod 2).
Wendet man (1.29) rekursiv an, so folgt

Ay (2) = 24 (2 +1)! (mod 2).

(1.29)

Diese Kongruenz gilt offensichtlich auch fiir I = 0. Einsetzen in (1.28) liefert schliefs-

lich
Agie1(2) = 21 (2 + 1) (mod 2).

Lemma 1.30. Seil e Ny. Es gilt
Ay(2) = 2(z - 1)z +1)" (mod 3)

A1 (2) = 2" (2 - 1)z +1)" (mod 3)
Agia(2) = 242 (2 - 1)!(2 + 1)! (mod 3).

Beweis. Den Beweis fithren wir analog zu dem von Lemma 1.29. Wir beginnen mit

24) 3l+1

k-1
As1(2) "2 2 S 0 (k) Agian(z) [] 31+ 1-m
k=1 m=1

3l+1

k=2

zAs3/(z) (mod 3).
Es folgt

Aszp1(2) = zA3(2) (mod 3).

18
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Als néchstes betrachten wir

31+2 k-1

A3l+2(2) (124) z Z U(k)A3l+2_k(z) H 3l+2-m
k=1 m

=1

- Z(A3z+1(2) +3A3(2) (31 +1)
+ Sfa(k?)fl%z_k(z)(?)l +1)(31) lﬁ 3 +92— m)
k=3 L
= 2A31(2) (mod 3)
. 2?Ag/(2) (mod 3).

Es folgt

Aspio(2) = 2243/(2) (mod 3). (1.31)
Zuletzt betrachten wir fur [ # 0

2

a2y & k-1
Az(2) 57 2 o(k)Agyk(2) [] 31-m
k=1 m=1

Z(AS,_l(z) T+ 3A50(2) (31— 1) + 4A5_5(2) (31 - 1)(31 - 2)

+ il: o(k)As-k(2)(31-1)(31-2)(3]-3) Iﬁ 3l - m)

2 (Az1-1(2) = Azi3(2)) (mod 3)

2 (Asryen(2) - Asiny(2)) (mod 3)
2 (22 Agny(2) - Asn(2)) (mod 3)
= 2(22- D Aggr)(2) (mod 3).

(131)

Es folgt As(2)

erhalten

2(2? = 1)A3q-1y(2) (mod 3). Dies wenden wir rekursiv an und

Ag(2) =22 - 1) =2 (2 - 1) (2 +1)" (mod 3).

Diese Kongruenz gilt offensichtlich auch fiir [ = 0. Wir setzen sie in (1.30) und (1.31)
ein, um die restlichen Kongruenzen zu erhalten. O]

Es stellt sich die Frage, ob eine allgemeine Formel zur Berechnung von A,,(z) modulo
p € P gefunden werden kann und ob immer eine vollstindige Linearfaktorzerlegung
iiber dem Korper [F), existiert. Dies adressiert die nachste Bemerkung.

Bemerkung 1.31. Sei n € N und p € P. Definiere [ := [2]| und r := n - pl, dann
erhalten wir die Darstellung n = pl +r (teilen mit Rest). In [10, s. 450-455| zeigten
Heim, Luca und Neuhauser

An(2) = An(2) (Ap(z))l = A,.(2) (z(z”‘1 - 1))l (mod p). (1.32)
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Insbesondere zeigten sie, dass A, stets iiber dem Korper F5 vollstandig in Linearfak-
toren zerfallt, jedoch As(z) = 2(2+3)(2+6)(22+1) (mod 7) bereits eine Zerlegung
in irreduzible Faktoren in F; ist. Das heiftt, fiir A5 existiert iiber dem Korper F;
keine vollstéandige Linearfaktorzerlegung.

Als Néchstes brauchen wir den Begriff des Minimalpolynoms. Um dieses zu defi-
nieren, stellen wir ein Lemma voran. Dieses iibernehmen wir samt Beweis und der
anschliefenden Definition des Minimalpolynoms aus |20, s. 23]. Die Notation wurde
angepasst.

Lemma 1.32. Sei a € C algebraisch. Dann existiert ein eindeutiges normiertes
Polynom Min, € Q[X] minimalen Grades mit Min,(a) = 0. Auflerdem gilt fiir
jedes Polynom f € Q[X] mit f(«) =0 die Eigenschaft Ming | f.

Beweis. Sei a € C algebraisch. Wir zeigen zunichst die Existenz eines solchen
Polynoms Min,. Weil «a algebraisch ist, ist

F={feQ[X] {0} [ f(a) =0} 2.

Wir wéhlen f € F' minimalen Grades und teilen es durch seinen fiihrenden Ko-
effizienten. Dadruch erhalten wir ein Polynom Min, € F minimalen Grades, das
gleichzeitig normiert ist.

Nun zur Eindeutigkeit. Sei f € F' beliebig, dann fiihren wir Division mit Rest durch.
Eine Erklarung, warum Division mit Rest auch fiir Polynome funktioniert, findet
sich in 20, s. 7-8].

f(X)=q(X)Ming(X) +r(X) mit deg(r) < deg(Miny,).

Wegen f(a) = Min,(a) = 0 folgt r(a) = 0. Somit gilt entweder r € F' oder r = 0.
Es ist Min, ein Polynom minimalen Grades in F' und deg(r) < deg(Min,). Damit
muss 7 = 0 sein. Nun folgt sofort die Eindeutigkeit, denn hat man zwei Kandidaten
Min, und Min?, so gilt Min, | Min?, und umgekehrt. Da beide normiert sind, sind
sie bereits gleich. O

Definition 1.33. Sei « € C algebraisch. Das eindeutige normierte Polynom Min,, €
Q[X ] minimalen Grades mit Min,(a) =0 aus Lemma 1.32 heikt das Minimalpoly-
nom von a.

Das folgende Lemma ist samt Beweis aus [27, s. 66| ibernommen.

Lemma 1.34. Seien f,g € Q[X] normierte Polynome. Dann gilt
frgeZlX] = [fgeZX]
Bewets. Seien

f(X)=X"+a, 1 X"+ vag, g(X)=X"+bp, X"+ tby eQ[X]
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mit fg € Z[X]. Sei M die kleinste natiirliche Zahl mit M f € Z[X]. Wir setzen
A;:=Ma; € Z mit 0 <i<n. Analog sei N die kleinste natiirliche Zahl mit Ng € Z[ X]
und B; := Nb; mit 0 < j <m. Dann gilt

MNfg=A,Bp X" + (A 1By + Ay By ) X™™ oo+ AgBy.

Wegen fg € Z[X] sind sdamtliche Koeffizienten auf der linken und daher auch auf
der rechten Seite durch M N teilbar. Nehme an, p wére eine Primzahl, die M N teilt.
Wegen der Minimalitédt der Wahl von M und N gibt es Koeffizienten A;, B;, die
nicht durch p teilbar sind. Seien i, jo die jeweils grokten darunter vorkommenden
Indizes. Dann hat der Koeffizient vor X#%*jo die Gestalt

A Bj, + p-Rest,

ist also insbesondere nicht durch p teilbar. Aber dieser Koeffizient ist durch M N
teilbar, was einen Widerspruch ergibt. Folglich gilt M N =1 und daher M = N = 1.
Nach der Definition von M und N folgt f, g € Z[ X]. O

Jetzt kénnen wir ein wichtiges Korollar herleiten (vgl. [27, s. 74]). Sei o € C algebra-
isch ganz. Dann existiert ein normiertes Polynom h € Z[ X | mit A(a) = 0 und geméf
Lemma 1.32 gilt Min,, | h, d.h. es existiert ein g € Q[ X ] mit

Ming - g=h.

Da h und Min, normiert sind, muss auch g normiert sein. Mit Lemma 1.34 folgt
Korollar 1.35.

Korollar 1.35. Sei a € C algebraisch ganz, dann ist Min, € Z[ X].

Das Korollar erlaubt es uns, das Minimalpolynom algebraisch ganzer Zahlen modulo
n € N zu betrachten.

Definition 1.36. Sei « € C algebraisch mit Min,, € Z[X]. Fiir n € N bezeichnet
Min,, € Z/nZ[ X ] das Polynom, welches durch Reduktion der Koeffizienten modulo
n von Min, entsteht.

Wir haben nun alles fiir den Beweis des Hauptergebnisses dieses Abschnitts beisam-
men. Sei @ € C mit P,(«) =0. Wegen A, (z) =n!P,(z) gilt

P, (a)=0< A,(a) =0.

Nach Lemma 1.23 ist A, € Z[X ], normiert und besitzt Grad n. Folglich ist « alge-
braisch ganz. Mit Korollar 1.35 folgt Min, € Z[ X ] und mit Lemma 1.32 Min,, | A,,.
Geméf Lemma 1.29 und 1.30 zerfillt A,, modulo p € {2,3} (bis auf Reihenfolge)
eindeutig in Linearfaktoren, weshalb dies fiir Min, als Teiler ebenfalls gilt. Damit
folgt Lemma 1.37.

Lemma 1.37. Sei a € C mit P,(«) = 0. Dann ist o algebraisch ganz mit Min,, €
Z[X]. Fir p e {2,3} besitzt das Polynom Min, € F,[X] eine (bis auf Rethenfolge)
eindeutige Linearfaktorzerlegung

Ming(X) = gi(X)e--g-(X)e,

wobei gy, ..., g, verschieden sind.

21



2 Satz zu Einheitswurzeln als Nullstellen von P, (z)

2.1 Grundlagen & Werkzeuge

In diesem Abschnitt greifen wir einige Aspekte aus der algebraischen Zahlentheorie
und Algebra auf, um unseren Beweis von Satz 2.20 (von Heim, Luca und Neu-
hauser) weiter vorzubereiten. Die Aspekte umfassen im Wesentlichen Einheitswur-
zeln, Eigenschaften von Kreisteilungskorpern (insbesondere dem Zerlegungsgesetz
von Primzahlen) und den Satz von Dedekind-Kummer. Fiir die néchsten beiden
Definitionen und Lemmata vgl. [20, s. 245-246].

Definition 2.1. Sei ( € C und m € N. ( heiltt m-te Einheitswurzel, wenn (™ = 1
gilt. Die Menge der m-ten Einheitswurzeln bezeichnen wir mit p,,. Die Elemente

aus p:= U p, nennen wir Finheitswurzeln.
meN

Definition 2.2. Ist die Ordnung von ( € u,, in der Einheitengruppe C* von C gleich
m (d.h. ord(¢) =m), so heifst ¢ primitive m-te Einheitswurzel.

Lemma 2.3. pu,, ist eine zyklische Gruppe mit m Elementen. Fir C € p,, gilt
(C)=pm <= ( ist primitiv.
Lemma 2.4. Jede m-te Finheitswurzel (,, ldsst sich schreiben als

2nik

Cn=€¢m, ke{0,...,m-1}.

Gilt ggT(k,m) =1, so ist , eine primitive m-te Einheitswurzel.

27mik

Bemerkung 2.5. Geméaf Lemma 2.4 ist jede m-te Einheitswurzel (,, =e™m , ke
{0,...,m -1} eine primitive _#—s-te Einheitswurzel (£ kiirzen).

Die Definition des Kreisteilungskorpers ist aus [20, s. 251] iibernommen.

Definition 2.6. Sei m € N. Der Zerfallungskérper Z,, iiber Q des Polynoms f(x) =
x™ — 1 heiltt m-ter Kreisteilungskorper.

Bemerkung 2.7. Fiir jede primitive m-te Einheitswurzel (,, folgt mit Lemma 2.3
Zm = Q(Gm)-
Fiir die néchsten beiden Definitionen sind aus [20, s. 247; s. 253| iibernommen.
Definition 2.8. Die Eulersche p—Funktion ¢ : N — N ist definiert durch
p(n):={ke{l,...,n}[ ggT(k,n) =1}

Definition 2.9. Das m-te Kreisteilungspolynom ist definiert durch

Pm () = H (z-()

(et primitiv

und hat Grad ¢(m).
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Der néchste Satz orientiert sich an |20, s. 258; s. 260].

Satz 2.10. Sei (,, eine primitive m-te Einheitswurzel. Dann ist Q((,,) eine Galoi-
serweiterung vom Grad [Q((n) : Q] = w(m) und ¢, € Z[ X ] ist das Minimalpolynom
von .

Der néchste Satz stammt aus [25, s. 63].

Satz 2.11. Sei (,, eine primitive m-te Einheitswurzel und K = Q((,,). Dann ist
Ok = Z[(n]-

Bemerkung 2.12. Satz 2.11 liegt eine besondere Eigenschaft fiir Kreisteilungskor-
per zugrunde. Jedes Element aus Og(c,,) lasst sich als ganzzahlige Linearkombination

von Elementen aus B := {1, G, ..., (2™ ™} schreiben (vgl. [25, s. 63-64]). B ist eine
Ganzheitsbasis und in diesem Fall gleichzeitig eine Power-Basis (d.h. sie besteht aus
Potenzen eines einzelnen Elements). Fiir beliebige Zahlkorper K = Q(a) gilt die
Eigenschaft Ok = Z[«] im Allgemeinen jedoch nicht.

Der néchste Satz stammt aus [25, s. 19]. Die Notation wurde angepasst.

Satz 2.13. Seia ¢ Ok ein Ideal mit a + (0). Dann existiert eine (bis auf Reihenfolge)
eindeutige Zerlegung

a=piep, (2.1)
wobei Py, ...,p, verschiedene Primideale in Ok und eq,...,e, € N sind.
Definition 2.14. Eine Zerlegung wie in (2.1) nennen wir Primidealzerlegung.

Nachfolgende Definition ist aus [25, s. 48| iibernommen. Die Notation wurde ange-
passt.

Definition 2.15. Sei K ein Zahlkorper, p € P und es liege die Primidealzerlegung
PO = 5t

vor. Der Grad fi, (1 <k <r) der Kérpererweiterung (Ox/pi)/F, heift Tragheitsgrad
von g liber pZ.

Bemerkung 2.16. Beziiglich des Satzes von Dedekind-Kummer gilt es folgendes
im Hinterkopf zu haben:

(i)  Gemiéf Korollar 1.35 ist fiir a € Ox das Minimalpolynom Min, € Z[ X ].

(ii) Ist R ein faktorieller Ring, so auch R[X] (vgl. [20, s. 134]).

Die folgende Variante des Satzes von Dedekind-Kummer stammt aus |23, s. 184-185]
und wurde lediglich leicht gekiirzt und an die Notation dieser Arbeit angepasst.
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Satz 2.17 (Dedekind-Kummer). Sei K ein Zahlkorper und sei o € O so gewdhlt,
dass K = Q(«) gilt. Weiter sei p e P mit p + [O : Z[«]]. Sei Min, € F,[X] (d.h.
das Polynom, welches durch die Reduktion der Koeffizienten modulo p von Min,,
entsteht). Dieses besitzt eine (bis auf Reihenfolge) eindeutige Faktorisierung

Ming(X) = gi(X)egr(X)er,

wobet g1, . .., g, verschiedene irreduzible normierte Polynome sind. Und es existiert
eine Primidealzerlequng

pOg = pt-psr. (2.2)
Der Trigheitsgrad von py, ist gegeben durch den Grad von g, (1<k<r).

Das nachfolgende Zerlegungsgesetz (vgl. [25, s. 64]) hilft uns die Trégheitsgrade der
Primideale in (2.2) abzuschétzen, wenn K ein Kreisteilungskorper ist.

Satz 2.18. Sei m € N mit Primfaktorzerlequng ] p*», hierbei ist v, die Anzahl, wie
pelP

oft p in der Zerlegung vorkommt. Fiir jedes p sei weiter f; € N minimal, sodass
p» =1 mod ﬁ
pr

Sei (,, eine primitive m-te Einheitswurzel. Dann existiert fir K := Q((,,) eine Prim-

vdealzerlequng
l/p Vp
pOf = pslo(p )__,psra(p )7

wobet Py, ..., p, allesamt Tragheitsgrad f; haben.
Wir schauen uns das folgende wichtige Anwendungsbeispiel von Satz 2.18 an:

Korollar 2.19. Sei (,, eine primitive m-te Einheitswurzel und K = Q((y). Fiir
p € P existiert eine Primidealzerlegung

POk =pitpr7,
wobei pi, ..., p, allesamt Trigheitsgrad f; haben. Auferdem gilt
fo=fi=1 = m<2. (2.3)

Beweis. Sei m € N mit Primfaktorzerlegung [] p*», hierbei ist v, die Anzahl, wie
peP

oft p in der Zerlegung vorkommt. Dann existiert fiir jedes p ein f; € N minimal,
sodass
p/» =1 mod m
pr
Denn wegen ggT(p,p%) =1ist pe (Z/z%Z)X und somit hat p nach dem Satz
von Lagrange endliche Ordnung. Der Satz von Lagrange besagt insbesondere, dass
Elemente endlicher Gruppen eine endliche Ordnung haben (vgl. |20, s. 70]). Fur
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jede primitive m-te Einheitswurzel (,, und K := Q((,,) folgt nun mit Satz 2.18 die
Existenz einer Primidealzerlegung

PO) = pf(p”P)‘__p;f’(pr)’

wobei pi,...,p, allesamt Tragheitsgrad f; haben. Die Implikation (2.3) zeigen wir
durch den Beweis ihrer Kontraposition. Sei m > 3.

Setze p = 2. Wir suchen f; minimal, sodass

2/2 =1 mod ﬁ.
2v2

Im Fall p | m: Es ist 555 € {1,...,m - 1}. Es gilt f; =1 genau dann, wenn m der

Form m = 2! mit [ € N ist. Sonst ist f > 2.

_m_
2v2

Im Fall p + m: Es ist v, = 0 und damit
fo >2.

=m > 3 nach Voraussetzung. Somit folgt

Folglich liegt genau dann der Triagheitsgrad f; = 1 vor, wenn m der Form m = 2 ist.
Setze p = 3. Wir suchen f; minimal, sodass

35 =1 mod ﬁ.
3vs
Im Fall p | m: Es ist 555 € {1,...,m - 1}. Es gilt f; = 1 genau dann, wenn m der
Form m = 3! oder m =2-3! mit [ € N ist. Sonst ist f; > 2.

_m_
3v3

Im Fall p + m: Es ist 3 = 0 und damit
f322.

=m > 4 nach Voraussetzung. Somit folgt

Folglich liegt genau dann der Trégheitsgrad f; = 1 vor, wenn m der Form m = 3!
oder m =2 - 3! ist.

Nehme an f; = f; = 1. Dann hat nach unserer Untersuchung m die Form m = 2! und
es gilt 3 | m. Da so ein m nicht existiert, haben wir einen Widerspruch und somit
die Kontraposition von (2.3) gezeigt. O

2.2 Der Satz von Heim, Luca und Neuhauser

Wir haben nun alles vorbereitet und geben einen alternativen Beweis fiir Satz 2.20
von Heim, Luca und Neuhauser [10, s. 448]. Der Beweisansatz stammt von meinem
Betreuer, wurde eigenstindig von mir ausgearbeitet und ist Hauptresultat dieser

Arbeit.

Satz 2.20. Sei (,, eine primitive m-te Einheitswurzel mit m > 3. So gilt

Pu(Cn) 0, VneN.

25



Bewezis. Sei (,, eine primitive m-te Einheitswurzel mit m > 3. Nehme an dn € N mit
P,(¢n) = 0. Wir setzen a = (;,, und K = Q(«) und priifen, ob die Voraussetzung vom
Dedekind-Kummer Satz erfiillt ist. Wegen A,(a) = n!P,(«) = 0 folgt mit Lemma
1.23, welches insbesondere A,, € Z[ X] ist normiert besagt, dass a € O ist. Geméak
Satz 2.11 gilt Ok = Z[a], deshalb besitzt jedes p € P die Eigenschaft

p+ [0k :Zla]] =[Ok : Ok] = 1.

Die Voraussetzung des Dedekind-Kummer Satzes ist somit erfiillt. Aus diesem folgt
nun fiir Min, € F,[X] die Existenz einer (bis auf Reihenfolge) eindeutigen Faktori-
sierung

Mina(X) = gi(X)--g.(X)",
wobei 71, ..., g, verschiedene irreduzible normierte Polynome sind. Weiter existiert
laut Satz eine Primidealzerlegung

PO = iy
Hierbei stimmt der Triagheitsgrad fi, von py mit dem Grad von g tiberein (1 <k <r).

Gemaék Satz 2.13 ist eine Primidealzerlegung von pO bis auf Reihenfolge eindeutig.

Fiir p = 2 folgt aus Lemma 1.37, dass Min, eine (bis auf Reihenfolge) eindeu-
tige Linearfaktorzerlegung besitzt, somit hat gy (1 < k < r) Grad 1. Damit ist
fi=-=fp=f5 =1 Fir p=3 folgt mit Lemma 1.37 analog f,=---=f, =1 f§ = 1.

Esist fy = f = 1. Mit der Implikation (2.3) aus Korollar 2.19 folgt daraus allerdings
m < 2 und wir haben einen Widerspruch. Daher war die Annahme In € N mit
P,((n) =0 zu Beginn falsch und es folgt

Po(Cn) #0, V¥neN.

]

Mit Satz 2.20 haben wir die Einheitswurzeln p \ {-1,1} behandelt. Dass das Be-
trachten der Félle p = 2 und p = 3 ausreicht, um genug Riickschliisse iiber m zu
ziehen und (,, mit m > 3 als Nullstelle auszuschliefsen, ist dabei sehr iiberraschend.
Wie es um den Fall ¢ =1 steht, geht aus dem néchsten Satz hervor.

Satz 2.21. Fir alle n € Ny gilt P,(Z) ¢ Z und P,(N) ¢ N.

Beweis. ITm Beweis betrachten wir ¢ als komplexe Variable mit |g| < 1. Sei z € N.
Mit (1.14) und der geometrischen Reihe finden wir

S e -Ta-e7 = (7 ) () () =

l1-g¢

(&) (2] (5] -

Auf der rechten Seite der Gleichungskette ist wegen z € N der erste Faktor eine Sum-
me von g—Potenzen in der jeder Exponent einmal auftritt. Die anderen Faktoren sind
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Summen von g—Potenzen, in denen immerhin 1 als Summand auftritt. Folglich ist
das gesamte Produkt eine Summe von g—Potenzen, in der jeder Exponent einmal
auftritt. Dabei sind die Koeffizienten aus N, da sie vorher auch stets auch N waren.
Ein Koeffizientenvergleich mit der linken Seite der Gleichungskette liefert P,(N) ¢ N
fir alle n € Ny.

Sei z € Z~ N. Mit (1.14) und dem binomischen Lehrsatz finden wir

IUABTEESy ((RVORES § 521 g S0

Wegen -z € N ist (_,:) € N. Auf der rechten Seite der Gleichungskette ist daher
jeder Summand eine g—Potenz mit ganzen Koeffizienten. Folglich ist jeder Faktor
des Produkts eine Summe von g—Potenzen mit ganzen Koeffizienten. Folglich lésst
sich das gesamte Produkt als eine Summe von ¢g—Potenzen mit ganzen Koeffizienten
schreiben. Ein Koeffizientenvergleich mit der linken Seite der Gleichungskette liefert

P,(Z~N) ¢ Z und mit P,(N) c N folgt schlieklich P,(Z) < Z fir alle n € Ny. O

Wir haben insbesondere P, (1) # 0 fiir alle n € Ny gezeigt. Doch wie steht es um
¢ = -17 Um dies zu untersuchen, benutzen wir Euler’s Pentagonalzahlensatz. Ein
Beweis zum Pentagonalzahlensatz und die Definition der Pentagonalzahlen sind in
[1, s. 10-12] zu finden.

Definition 2.22. Eine Zahl n der Form
~ 3k2+ k

n Y
2

kENo

heifst Pentagonalzahl.

Satz 2.23 (Pentagonalzahlensatz - Euler).
Sei |q| < 1. So gilt

3k2-k 3k2+k

M- ¥ (D5 =10 TEDHET 405 @)

Der Pentagonalzahlensatz zeigt, dass fiir z = —1 unendlich viele n € N existieren,
sodass P, (z) =0 ist [10, s. 448]. Genauer beschreibt dies folgendes Korollar:

Korollar 2.24. Sei n € Ng. Dann gilt
P,(-1)=0 < n ist keine Pentagonalzahl.

Beweis. Sei
~ 3k2+k
2

2 _
Plzz{neN0|E|keN0: n _ 3k k}

}, P2:={n€NO|Ei/{;ENO: n= 5

Wir zeigen zunéachst

PCIZPlﬁPQZ{O}.
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Es gilt genau dann n € P., wenn k,[ € Ny mit n = ?’kQT—k = % existieren. Sei k+1 =0,

so folgt £ =1=0 und damit 0 € P.. Sei nun k +[ # 0, dann finden wir

3k2—k 312+l
2 2
< 3k2-32%=k+1

< 3(k-D)(k+1)=k+1
< k—lzl.
3
Wegen k -1 € Z folgt P. = {0}.

Sei nun ¢ eine komplexe Variable mit |g| < 1 und sei z = —1. Dann finden wir

3k2-k 3k2+k

ad  (114) & oy (2.4) ad
> Pu(-Dg" =T -¢") =1+ (D) (a7 +q 7).
n=0 n=1 k=1

Ein Koeffizientenvergleich zwischen linker und rechter Seite liefert wegen P. = {0}
die Behauptung. O]

Korollar 2.24 gibt in Kombination mit (0.1) Aufschluss dariiber, welche Fourier
Koeffizienten der Dedekindschen Etafunktion verschwinden. Wir bleiben jedoch an
dieser Stelle bei P,(¢) fiir i.A. von —1 verschiedenen Einheitswurzeln ¢ und biindeln
unsere Ergebnisse. Sei (,, eine m-te Einheitswurzel. Wegen Bemerkung 2.5 kénnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass (,, primitiv ist. Sei P,((,) = 0. Aus Satz 2.20 folgt
Cm € {-1,1} und mit Satz 2.21 folgt weiter (,, = —1. Aus Korollar 2.24 folgt wegen
P,(¢n) =0, dass n keine Pentagonalzahl ist. Andererseits sei nun ¢ = -1 und n € Ny
keine Pentagonalzahl. Dann folgt mit Korollar 2.24 P,(¢) = 0. Damit ist folgendes
priagnante Korollar gezeigt, mit dem wir diesen Abschnitt schliefsen.

Korollar 2.25. Sei ( eine Einheitswurzel. P,(() =0 gilt genau dann, wenn ¢ = -1
1st und n keine Pentagonalzahl ist.

3 Verallgemeinerung des Satzes auf PJ(z)

Von meinem Betreuer habe ich die Aufgabe bekommen, Satz 2.20 von Heim, Lu-
ca und Neuhauser [10, s. 448] zu verallgemeinern. Einfach gesagt soll dazu in der
rekursiven Formel

Pu(2) ==Y 0 (k) Por(2)
" k=1

aus (1.23), o durch eine Funktion ¢ : N — N mit ¢g(1) = 1 ersetzt werden. Die da-
durch entstehende Funktion bezeichnen wir mit Py. Unter gewissen Forderungen an
g gilt Satz 2.20 auch fiir PJ. Zmija nutzt in seiner Arbeit [31] die Ideen aus [10], um
solche Forderungen aufzustellen. In Abschnitt 3.1 werden wir die Hauptergebnisse
seiner Arbeit betrachten. Spéter in Abschnitt 3.2 werden wir eine neue Forderung
mit Hilfe der Beweistechnik aus Satz 2.20 herleiten und Bezug zu Zmijas Arbeit her-
stellen. Insbesondere werden wir ein explizites g angeben, das unseren Forderungen
geniigt, jedoch denen aus Zmijas Arbeit nicht.
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3.1 Hauptergebnisse von Zmija

Die Definition stammt aus |16, s. 511|. Die Notation wurde angepasst.

Definition 3.1. Fiir Funktionen g : N — Z mit ¢g(1) = 1 definieren wir

P = - S 0(0)PL(:), Bi(:) =1
und
A9(2) :=nlPI(z).
Wir betrachten exemplarisch ein paar Werte, die spater von Nutzen sein werden.

Beispiel 3.2.

Fi(z) =1

P{(2) = 2

P(z) = 2 (= +9(2);

PI) =5 (5 92) + 9202+ 43)):
Aj(2) = 15

Al(2) = 2

Aj(2) = 2(2+9(2));
Af(2) = 2 (2% +39(2)2 +29(3) ) ;

Die néchsten beiden Sédtze und Korollar 3.5 sind in [31, s. 1071-1076] zu finden.
Formulierung und Notation wurden angepasst.

Satz 3.3. Sei g derart, dass P3(Z) € Z fiir alle n € Ny gilt. FirneN und p e P sei
L:=[%] und r:=n-pl, dann erhalten wir die Darstellung n = pl+r (teilen mit Rest).
Nun gilt

A9(2) = A%(2) (A%(2)) = A2(2) (2(z" = 1))" (mod p).
Folgender Satz von Zmija ist in [31, s. 1071-1072] zu finden.

Satz 3.4 (Zmija). Sei g derart, dass PS(Z) € Z fir alle n € Ny gilt. Auferdem
gelte:

(i) Modulo 5: Keines der Polynome Aj und Aj ist durch ein normiertes irredu-
zibles Polynom vom Grad 2 1iber Fy teilbar.

(it) Modulo 7: Keines der Polynome Aj fir 2 < r < 6 ist durch ein normiertes
irreduzibles Polynom vom Grad 4 tiber Fy; teilbar.
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(iii) Modulo 11: Keines der Polynome A7 fir 2 <r <10 ist durch ein normiertes
irreduzibles Polynom iiber Fyy teilbar, das 211°~1 = 1 teilt und 21 = 1 nicht
teilt, fiir 1 <d <10, d +6.

Dann gilt fir jede primitive m-te Einheitswurzel ¢, mit m >3
P9((n) #0, VneNy.

Statt der Forderungen (i) bis (éi7) kann sich im Beweis von Satz 3.4 (31, s. 1074~
1075]) auf primitive m-te Einheitswurzeln mit 5-7-11 = 385 | m beschriankt werden,
was das folgende Resultat liefert:

Korollar 3.5. Sei g derart, dass P3(Z) € Z fiir alle n € Ny gilt. Dann gilt fir jede
primitive m-te Finheitswurzel ,, mit 385 | m

PI((n) #0, VneNy.

Die Herleitung der néchsten Lemmas orientiert sich an [31, s. 1076-1078|. Sei (¢;)jen
eine Folge in Ny mit ¢; = 1. Weiter sei g(k) := Y. d- c¢g. Gemék [31, s. 1076] gilt
dlk

[T(-a)™ = ¥ P (3.1)

wobei wir ¢ € C als Variable mit |g| < 1 betrachten. Fiir z € N entspricht PJ(z) der
Anzahl an Partitionen von n, sodass wenn £ als Teil auftritt, die Partition mit einer
von ¢z Farben gefarbt werden kann [31, s. 1076]. Aufgrund der kombinatorischen
Interpretation muss Py (N) € N gelten [31, s. 1078]. Fiir z € Z\N ist —¢;.z € Ng. Daher
steht auf der linken Seite von (3.1) eine Summe von ¢—Potenzen mit ganzzahligen
Koeffizienten (ausmultiplizieren). Ein Koeffizientenvergleich mit der rechten Seite
liefert PJ(Z ~ N) ¢ Z. Damit folgt das nichste Lemma.

Lemma 3.6. Sei (¢;)jeny eine Folge in Ny mit ¢, =1 und sei

g:N—N, g(k):=3d-cu
dlk

Dann ist g(1) =1 und es gilt PJ(Z) € Z fiir alle n € Ny.
Lemma 3.6 zeigt, dass ein solches g der Voraussetzung von Korollar 3.5 geniigt und

in Satz 3.4 nur die Bedingungen (7) bis (7i7) zu priifen sind.

3.2 Eigene Ergebnisse
In diesem Abschnitt bezeichnet g stets eine Funktion
g:N— Nmit g(1) = 1.

Wir werden zeigen, dass Satz 2.20 aus Abschnitt 2.2 auch fiir P gilt, wenn ¢(3) #
2 (mod 3) ist. Die Beweistechnik bleibt die gleiche. Die Forderung ¢g(1) =1 ist wich-
tig, um die Normiertheit von A zu gewéhrleisten. Und fiir g(3) # 2 (mod 3) zerfallt
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AJ stets vollstandig in Linearfaktoren iiber F5. Wir beginnen damit, einige der bis-
herigen Erkenntnisse iiber P, auf PJ zu verallgemeinern.

Das néchste Lemma ist eine Verallgemeinerung von Lemma 1.23. Es wird analog
bewiesen und orientiert sich daher ebenfalls an [10, s. 446].

Lemma 3.7. Fiirn > 2 existieren ay,...,a,_1 €N, sodass

A9(2) = 2"+ ap 12"+t agz.

Wegen Aj(z) =1 und Aj(z) = z folgt deshalb, dass A7, fir alle n € Ny ein normiertes
Polynom von Grad n mit Koeffizienten aus N ist.

Beweis. Fir n €N finden wir mit Definition 3.1
k-1
A9(2) = nlPY(2) = 2 29<k><n DIPS(2) = 2 zg<k>A () TT-m). (32)
m=1

Wegen Aj(z) =1 ist klar, dass A5, Grad n hat. Und da g(k) € N ist, hat Aj, stets
natiirliche Koeffizienten. Die Normiertheit zeigt man wie in Lemma 1.23 mit vollstan-
diger Induktion. Wegen g(1) =1 ist A normiert und dient als Induktionsanfang. [

Angelehnt an (1.32) beruht der néchste Satz auf den Ideen aus [10, s. 450-455].

Satz 3.8. Firne Ny und peP sei [ := [%J und r :=n — pl, dann erhalten wir die
Darstellung n = pl +r (teilen mit Rest). Nun gilt

A9(2) = A9(2) (A9(2))" (mod p). (3.3)

Beweis. Offensichtlich gilt (3.3) fiir n = 0. Sei von nun an n € N. Es seien zunéchst
pelP, leNyund re{l,...,p}. Es gilt

pl+r

pl+r(z) 2 Z 9(F) A (2) H (pl+71-m)

pl+r

2 Z 9(k) Agy i (2) H(?” m)

2z Z g(k)AY,,, x(2) Hl(r -m) (mod p). (3.4)
Wir zeigen zunéchst

p(l+1)+r(z> AQ(Z)Ap1+p(Z) (mod p). (3.5)
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Dies folgt induktiv aus

(3.4) k-1
Ag(l+1)+1(z) =z Zg(k)Ap(l+1)+1 k(%) Hl(l —m)

ZA;in(Z)
A1 (2) Ay, (2) (mod p);

(3.4)
Ai(l+1)+2(z)

k-1
4 Zg(k) p(l+1)+2-k Z) 1—:[1(2 _m)

(AZ(l+1)+1(Z)+g(2) pl+p(z))
Z(z+g(2))Apl+p(Z)
= A3(2)A5.,(2) (mod p);

(3.4)

WY HINOR (R

2 (A1) (2) +20(2) A% 1 (2) +20(3) A, (2)
= 2(2%+329(2) + 29(3))A;;,,(2)
A3(2) A}, (2) (mod p);

p(l+1)+3(z)

(34)
Ag(l+1)+p(z) =

A9(2) A%, (=) (mod p);

Nun zeigen wir

A9, (2) = (A=) (mod p).
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Dies folgt induktiv aus

—~
w

1)

p k-1
Af(2) = zgg(k)Af,_k(Z) l—:Il(p —m)

(A7 (2) = g(2)A_,(2) + 29(3) AL 4(2) +-)  (mod p);

a4 P k-1
Aol2) 22 3 042, 4 (2) [T - m)
= ( p2- 1(2) - 9(2)A 22(2) +29(3)A 0 3(2) +- )

(3.5) (Ap_1(2) - g(Z)Ap_2(z) + 29(3)Ap_3(2) + ) AY(2)
= (Ag(z))2 (mod p);

p2+p(2) = zzg(k)Ag k(Z)H(p m)

2 (A% (2) = 9(2) ALy y(2) +29(3) ALy 4(2) + )

2 (A (2) = 9D Ay (2) + 20(3) AL () + )
D (AL(2) - g(DALy(2) + 2(3) ALy (2) + ) AL, (2)
(49(2))"  (mod p);

Einsetzen von (3.6) in (3.5) liefert zusammen mit einer Indexverschiebung

A7 (2) = A%(2) (A%(2)) (mod p). (3.7)

Wegen der Indexverschiebung haben wir (3.7) nur fiir [ € N gezeigt, jedoch ist die
Kongruenz offensichtlich auch fiir [ € Ny erfiillt. Wegen pl + p = p(l + 1) kénnen wir
re€{0,...,p—1} statt r € {1,...,p} fordern. Durch die Darstellung n = pl + r € Ny
(teilen mit Rest) folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.9. Im Allgemeinen gilt Aj(z) # z(27~! = 1) (mod p). So findet man
zum Beispiel fiir g(k) == ¥4, 1, dass

AY(2)=2(g(1)z+g(2)) =2(2+2) =22 £ 2* - z (mod 2).
Mit Satz 3.8 wollen wir nun untersuchen, wann Aj, modulo 2 bzw. 3 in Linearfaktoren
zerfallt. Alternativ fiihren Rechnungen analog zu den Beweisen von Lemma 1.29 und

1.30 zum gleichen Ergebnis. Mit (3.3) und den Ergebnissen aus Beispiel 3.2 finden
wir fiir p=2 und [ € Ny:

A% (2) = AJ(2) (AY(2)) = 2 (2 +9(2))" (mod 2);
AY () = AY(2) (AY(2)) = 211 (2 + g(2))" (mod 2);

33



Und fiir p = 3 und [ € Ny ergibt sich:
A (2) = AY(2) (A9(2))' = 2(2% - 9(3))" (mod 3);
G0 (2) = AL(=) (A4(2)) = 2 (22 - g(3))' (mod 3);
Af(2) = A=) (A(2))' = 2 (= + 9(2)) (2~ 9(3)) (mod 3):
Daraus ergeben sich die folgenden Lemmata.
Lemma 3.10. Seil € Ny. Es gilt:
A2(2) = (= + 9(2))! (mod 2);
Ad (2) =27 (2 + 9(2))! (mod 2);
Lemma 3.11. Seil e Ny. Es gilt:
A8(2) = (22— 9(3))' (mod 3);
A3 (2) = 271(22 - g(3))' (amod 3);
Afpa(2) =27 (2 +9(2)) (2% - 9(3))" (mod 3);

Wie wir sehen zerfallt A3, fur alle n € N ohne weitere Forderung an g vollstédndig
iiber Iy in Linearfaktoren. Uber [F5 ist das nicht der Fall. Das néchste Korollar klart
auf.

Korollar 3.12. A}, zerfdllt genau dann vollstindig in Linearfaktoren tiber dem Kor-
per Fs fir alle n € N, wenn g(3) #2 (mod 3) gilt.

Beweis. Nach Lemma 3.11 zerfallt A3, vollstindig in Linearfaktoren iiber F3, wenn
ein [ € Ny existiert, sodass n = 3[ oder n = 3[+1 gilt. Wir betrachten den verbleibenden
Fall n = 3l + 2 und die zugehorige Kongruenz

Afa(2) =2 (2 + 9(2)) (2% - 9(3))' (mod 3).

Genauer schauen wir, was mit (22 - ¢(3))! abhéngig von ¢(3) passiert:
g(3)=0 (mod 3) = (22-¢(3)) = 2% (mod 3);
g(3)=1 (mod 3) = (2*-9¢(3))' =(2+1)"(2-1)" (mod 3);
g(3)=2 (mod 3) = (22-¢(3)) =(22+1)! (mod 3);
Demnach zerféllt Aj, vollstdndig in Linearfaktoren iiber Fs, wenn ¢(3) # 2 (mod 3)

gilt. Fiir g(3) =2 (mod 3) hingegen nicht, da (22 + 1) keine Nullstellen in F3 besitzt.
[l

Das néchste Lemma leiten wir analog zu Lemma 1.37 her. Sei o € C mit Pj(a) =0
und g derart, dass ¢(3) #2 (mod 3) gilt. Wegen A5 (z2) =n!PJ(z) gilt

Pi(a) =0« Ad(a) =0.
Nach Lemma 3.7 ist Af € Z[X], normiert und besitzt Grad n. Folglich ist « alge-
braisch ganz. Mit Korollar 1.35 folgt Min, € Z[ X ] und mit Lemma 1.32 Min,, | AS,.
Gemiéfs Lemma 3.10 und Korollar 3.12 zerfallt Aj, modulo p € {2,3} (bis auf Reihen-

folge) eindeutig in Linearfaktoren, weshalb dies fiir Min,, als Teiler ebenfalls gilt.
Damit folgt Lemma 3.13.
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Lemma 3.13. Sei a € C mit PJ(«) =0 und sei g so gewdhlt, dass g(3) £ 2 (mod 3)
gilt. Dann ist o algebraisch ganz mit Min, € Z[X]. Fir p € {2,3} besitzt das Poly-
nom Min, € F,[ X] eine (bis auf Reihenfolge) eindeutige Linearfaktorzerlegung

Mina(X) = gr(X)“ g, (X),
wobet g1, ..., g, verschieden sind.

Satz 2.20 ist ein Spezialfall des nachfolgenden Satzes (mit g := ), dem Hauptresultat
dieses Kapitels.

Satz 3.14. Sei (,, eine primitive m-te Einheitswurzel mit m > 3. Fir Py mit g(3) #
2 (mod 3) gilt

P9(Cn) #0, VneN.

Bewezis. Sei (,, eine primitive m-te Einheitswurzel mit m > 3. Nehme an dn ¢ N
mit P () =0. Wir setzen « = (,, und K = Q(«) und priifen, ob die Voraussetzung
vom Dedekind-Kummer Satz 2.17 (vgl. Abschnitt 2.1) erfiillt ist. Wegen Aj(«) =
n!PJ(«) = 0 folgt mit Lemma 3.7, welches insbesondere Aj, € Z[X] ist normiert
besagt, dass a € O ist. Gemék Satz 2.11 gilt Ok = Z[«a], deshalb besitzt jedes p € P
die Eigenschaft

p+ [0k : Z[a]] =[Ok : O] = 1.

Die Voraussetzung des Dedekind-Kummer Satzes ist somit erfiillt. Aus diesem folgt
nun fiir Min, € F,[X] die Existenz einer (bis auf Reihenfolge) eindeutigen Faktori-
sierung

Ming(X) = gr(X)-g-(X),

wobei @1, ...,g, verschiedene irreduzible normierte Polynome sind. Weiter existiert
laut Satz eine Primidealzerlegung

pOx = pit-prr.

Hierbei stimmt der Triagheitsgrad fi, von pj mit dem Grad von g tiberein (1 <k <r).
Gemaék Satz 2.13 ist eine Primidealzerlegung von pOx bis auf Reihenfolge eindeutig.

Fir p = 2 folgt aus Lemma 3.13, dass g (1 < k < r) Grad 1 hat. Damit ist

fi=-=f=fy =1 Fir p =3 folgt mit Lemma 3.13 analog f; =---= f, =t f = 1.

Es ist f; = f; = 1. Mit der Implikation (2.3) aus Korollar 2.19 (vgl. Abschnitt 2.1)
folgt daraus allerdings m < 2 und wir haben einen Widerspruch. Daher war die

Annahme 3n € N mit P7((,,) = 0 zu Beginn falsch und es folgt
PY(C) #0, YneN.
0

Satz 3.14 gilt auch fir g : N — Z mit g(1) = 1, wie Heim und Neuhauser in ihrer
kiirzlich eingereichten Arbeit [15, s. 3-6] nachwiesen. Offen ist die Frage, in welchem
Verhéltnis Satz 3.14 zu Satz 3.4 und Korollar 3.5 von Zmija steht (s. Abschnitt 5.2).
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Gibt es konkrete Beispiele fiir g, in denen der eine Satz ein Ergebnis liefert und der
andere nicht? Lemma 3.6 gibt uns dazu einen ersten Anhaltspunkt. Sei g definiert
wie in Lemma 3.6, d.h. fiir eine Folge (¢;)jey in No mit ¢; = 1 sei

9:N—N, g(k)=3 d-cq
dk

Dann ist g(1) = 1 und g(3) =1+ 3c3 =1 (mod 3). Anwenden von Satz 3.14 liefert
folgendes Korollar:

Korollar 3.15. Sei (¢;)jen eine Folge in Ny mit ¢; =1 und sei

g:N—N, g(k)=) d-cq
dk

Dann kann Satz 3.14 angewandt werden, d.h. fir primitive m-te Einheitswurzeln (,,
mit m > 3 folgt

PI((n) £0, VYneN.

Nun geben wir ein ganz konkretes Beispiel fiir g, das die Forderung von Satz 3.14
erfiillt, jedoch die Forderungen von Satz 3.4 nicht.

Beispiel 3.16. Die Folge (c¢;);ey sei gegeben durch
6, j=0 (mod 3)
¢;j=11, j=1 (mod 3)
5, j=2 (mod 3).
Weiter sei die Funktion g : N — N definiert durch ¢g(k) := ¥ d - ¢4. Gemiéfs Korollar
dlk
3.15 folgt mit Satz 3.14 fiir jede primitive m-te Einheitswurzel ¢, mit m > 3
P9(Gn) #0, VneN.

Andererseits betrachten wir g nun mit Satz 3.4. Aufgrund der Konstruktion von ¢
folgt mit Lemma 3.6, dass Pj(Z) ¢ Z fiir alle n € Ny gilt. Wir zeigen, dass Bedingung
(7) jedoch nicht erfiillt ist. Man priift leicht nach: g(1) =1, ¢g(2) = 11 und ¢(3) = 19.
Mit Beispiel 3.2 finden wir

Al(z) == (z2 +3¢9(2)z + 29(3)) =z (z2 +33z + 38) = 2(2* -2z -2) (mod 5).
Sei f(z) := 22 -2z - 2. Folglich gilt f| Aj tiber F5. Nun ist
f(0)=3 (mod 5);
f(1)=2 (mod 5);
f(2)=3 (mod 5);
f(3)=1 (mod 5);
f(4)=1 (mod 5);

und somit hat f keine Nullstellen in F5. Das bedeutet f ist irreduzibel in F5. Be-
dingung (7) ist somit nicht erfiillt, sodass Satz 3.4 keine Schlussfolgerung erlaubt.
Lediglich tiber Korollar 3.5 folgt fiir primitive m-te Einheitswurzeln (,, mit 385 | m

P9((w) #0,  VneN,.
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Ein kiirzeres Beispiel ist g(k) := k2. Wegen ¢(3) = 0 (mod 3) ist Satz 3.14 anwendbar.
Jedoch ist Py(1) = g ¢ 7 und somit kann weder Korollar 3.5 noch Satz 3.4 benutzt
werden. Die Frage, ob es ein g existiert, sodass Korollar 3.5 oder Satz 3.4 anwendbar
ist, jedoch Satz 3.14 nicht, ist weiterhin offen. Ein geeignetes g zu finden, wére
aufgrund der Forderung PJ(Z) < Z nicht trivial. Bei Satz 3.4 kommt hinzu, dass
fiir die Erfiillung der Bedingungen (7) bis (ii7) ein abstrakter Beweis nétig ist, oder
sehr viele Félle anzugeben sind. Beispielsweise gibt es geméf [31, s. 1078| genau
1(7* = 7?) = 1176 normierte irreduzible Polynome von Grad 4 iiber F;. Allgemeiner
ist die Anzahl aller normierten irreduziblen Polynome iiber F, mit p € P von Grad
n gegeben durch (vgl. [4, s. 49-51])

— Zu(d)ﬁ

n dln

wobei p die Mobiusfunktion ist, definiert durch

1, falls d =1,
p(d) =< (-1)", falls d ein Produkt von genau r verschiedenen Primfaktoren ist,
0, falls p? | d fiir eine Primzahl p.

3.3 Verbindung von PJ(z) zu den assoziierten Laguerre Po-
lynomen

In diesem Abschnitt stellen wir die Verbindung von PJ zu den assoziierten Laguerre-
Polynomen (einer Verallgemeinerung der Laguerre-Polynome) her. Dazu wird hier
eine Auswahl von Ergebnissen aus dem Artikel [11] von Heim, Luca und Neuhauser
prasentiert. Im Artikel wird P? fiir eine Auswahl interessanter Funktionen g : N —
N mit g(1) = 1 untersucht. Der interessierte Leser findet dort mehr Details und
weitere Resultate.

Definition 3.17. Das n-te assoziterte Laguerre-Polynom LSL‘*) :C— Chbgzl. a> -1

ist definiert durch . (=2)k
L%a) _ (n + a) —2)"
(2) ;) n-k) k!

Die Familie der Laguerre-Polynome sind der Spezialfall LY. Fiir das niichste Lemma
vergleiche auch [12].

Lemma 3.18. FirneN und g =1id gilt
Pzd Zk Pzd :iin_( )Z _ZZ( ) 2k
nk 1 i n! f= kKI\k -1 (k+1)!

Die Koeffizienten von n!P sind sogenannte Lah-Zahlen % ( ) Die Verbindung zu
den assoziierten Laguerre-Polynomen zeigt das folgende Lemma auf:

Lemma 3.19. FirneN gilt
, z
Pil(z) = ~ L2 (-2).
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Lemma 3.19 schlagt die Briicke von der Theorie der assoziierten Laguerre-Polynome
zu Pid. Zusammen mit der von Schnur in [28] gezeigten Irreduzibelitit von Lfll_)l

folgt der néchste Satz.

Satz 3.20. @ 1st 1rreduzibel fiir alle n e N.

Auferdem folgt wegen den Eigenschaften (s. [5]) der Familie der orthogonalen Po-
lynome Lfll_)l folgendes Resultat iiber die Nullstellen von Pi.

Satz 3.21. Sei n € N. Die Nullstellen von Pi¢ sind alle einfach, reell und nicht
positiv. Zusdatzlich verschrinken sich die negativen Nullstellen von n zu n+ 1. Mit
verschrinken ist gemeint: Wenn sp1 <+ < Spp-1 < Spn = 0 die Nullstellen von P
sind, dann gilt Sp111 < Sp1 < Spe12 <Sp2 <t < Sprin-1 < Snn-1 < Sp+1.n < 0.

Heim, Luca und Neuhauser zeigten, dass wenn ¢ ein Polynom von Grad d ist, eine
Rekurrenzrelation der Ordnung héchstens d+2 existiert. Insbesondere fanden sie fiir
Pid folgende Rekurrenzrelation der Ordnung 3:

Satz 3.22. Fiir n e N gilt folgende Drei-Term-Rekurrenzrelation:

) 1 ) ) ) ) .
Pia(2) = —= (@n+2)P(2) - (n-DPL(2)), P(2) = 2R(2), B'(2) = 1.
Es wird vermutet, dass wegen k < o (k) < k? Eigenschaften von P? duch jene von PJ
mit g(k) =k und g(k) = k? hergeleitet werden konnen.

4 Nullstellenverteilung von P,(z)

In diesem Kapitel schauen wir uns weitere Eigenschaften der Nullstellen von P, an.
Dabei betrachten wir einige Plots, um Sachzusammenhénge zu veranschaulichen und
Beobachtungen zu treffen. In den Plots werden Kommazahlen mit einem Punkt, statt
mit einem Komma notiert (z.B. 0.5 statt 0,5). Dies liegt an der Standardeinstellung
des verwendeten LaTeX-Pakets TikZ. Im Kapitel wird mehrfach auf Wolfram Ma-
thematica verwiesen. Damit ist die Software Wolfram Mathematica (Wolfram 14.1)
vom Unternehmen Wolfram Research gemeint. Finige Ergebnisse dieses Kapitels
basieren auf Berechnungen mit dieser Software, z.B. die Berechnung der Nullstellen
fiir die Plots. Fiir die Berechnung der Nullstellen von P, bis n = 500 kann ich Wolf-
ram Mathematica warmstens empfehlen. Auf meinem privaten Rechner hat es einen
knappen Tag gedauert, alle Nullstellen von P, bis n = 500 zu berechnen.
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4.1 Realteile der Nullstellen

Wir schauen uns exemplarisch einen Plot mit den Nullstellen von P, fiir 1 <n <50
an.

Im(z)
o Im(z)=0
e Im(2)+0 . 2.0
L
kK
. - : ‘ Re(z)

-400 -300 -200 -100 !
.o
_ﬁhA
T =2.0

Abbildung 2: Nullstellen von P, bis n = 50.

In Abbildung 2 fillt auf, dass stets Re(z) < 0 gilt. Folgende Definition ist aus |14,
s. 4] iibernommen:

Definition 4.1. Ein Polynom mit reellen und nicht-negativen Koeffizienten heifst
Hurwitz-Polynom, wenn der Realteil der Nullstellen stets negativ ist.

Gemék [13, s. 11| wurde numerisch nachgewiesen, dass P, fiir 1 < n < 1500 fast
(bis auf die Nullstelle z = 0) ein Hurwitz-Polynom ist. In [15, s. 2] trafen Heim und

Neuhauser folgende Vermutung:
Vermutung 4.2 (Heim, Neuhauser). Firn e N ist P"T(Z) ein Hurwitz-Polynom
und die Nullstellen sind einfach.
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4.2 Eine obere Schranke fiir den Betrag von Nullstellen

In [14] zeigten Heim und Neuhauser P,(z) # 0 fiir alle |z| > s,,, wobei
50 1= 9,7226- (n - 1) (4.1)

mit n € N ist. Dabei wiesen Sie auch nach, dass der Koeffizient in (4.1) grofer als
9,72245 sein muss. Die nédchste Abbildung présentiert exemplarisch die Nullstellen
von Pjgg und zeigt, dass s1g9 = 962, 5374 eine obere Schranke fiir die Betréage darstellt.

4 A

Im(z)

{. Im(z) = 0} . 6.0
o Im(z)+0

9.0
4.0 1
3.0 1
2.0

1.0 1

‘ . ‘ ‘ . ‘ ‘ . wioemeied— Re(2)
~900 -800 -700 —-600 -500 —-400 -300 -200 -100 -]

~1.0"
201
~3.01
4.0

-5.0 1

-6.0 1

Abbildung 3: Nullstellen von Pjq.

In Abbildung 3 féllt auf, dass die Imaginérteile mit |/m(z)| < 6 betraglich eher klein
ausfallen und die betragsgrofte Nullstelle reell ist. Mit Wolfram Mathematica konnte
bis n = 500 nachgewiesen werden, dass die betragsgrofste Nullstelle immer reell ist.
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Vermutung 4.3. Die betraglich grofite Nullstelle von P, st reell fiir alle n € N.

Weiter ist in Abbildung 3 zu sehen, dass die betragsgrofite echt komplexe Nullstelle
weit von der betragsgroften Nullstelle entfernt ist. Dies motiviert die Suche nach
einer préziseren Schranke fiir echt komplexe Nullstellen. Dabei stellt sich auch die
Frage, wann echt komplexe Nullstellen iiberhaupt auftreten.

Definition 4.4. Die Anzahl echt komplexer Nullstellen von P, ist gegeben durch
cni={zeC\R:P,(2)=0}.
Die nachfolgende Abbildung skizziert einige Werte.

( )
Cn

40 1
30 1
20 1

10 4 T LYY} o. T . 000.

10 20 30 40 50 60 70 8 90 100

Abbildung 4: Werte von ¢,, bis n = 100.

Abbildung 4 zeigt eine durchschnittliche Zunahme von ¢, fiir wachsendes n. Mit
Wolfram Mathematica wurde gezeigt, dass sich dieser Trend bis mindestens n = 500
fortsetzt und fiir n < 500 gilt:

=0 < mne{l,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13,16,17,19,23,27,33}.
In Anbetracht dessen folgende Vermutung;:

Vermutung 4.5. Die Absolutzahl echt komplexer Nullstellen von P, steigt durch-
schnittlich fiir wachsendes n. Fir n > 34 besitzt P, eine echt komplexe Nullstelle.

Bevor wir die Betriage echt komplexer Nullstellen ndher untersuchen, folgen ein paar
Definitionen.

Definition 4.6. Sei Ne\g = {n € N: 3z € C\R mit P,(2) = 0}. Wir definieren die
Funktion

f:New — R, f(n):=max{|z|: 2 e C\R mit P,(2) =0}.
AuRerdem verallgemeinern wir s,, aus (4.1) zu
Sy R—R, 5,:=9,7226-(x-1).
Weiter definieren wir

tp:R— R, t,:=34-(x-10)+ f(10) ~ 3,4 (z - 10) + 5,5078. (4.2)
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Wir betrachten einige Funktionswerte der soeben definierten Funktionen.

( 1\

Sgs tay f(.%')

600

200 A

400 A

300

200 A

100 -

T

100 200

Abbildung 5: Werte von s, t, und f(x) fir 1 <z <200. Bei f(z) wurden nur Werte
fiir x € [1,200] n Neg eingetragen.

In Abbildung 5 sehen wir, dass die Punkte von f ab x = 89 deutlich weniger streuen
und sich augenscheinlich einer Geraden nahern. Berechnungen mit Wolfram Mathe-
matica zeigten, dass der Graph von f auf [90,500] ¢ N keine grofsen Ausreifer mehr
hat. Allerdings nimmt die Steigung im Durchschnitt weiter zu.
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Definition 4.7. Die durchschnittliche Steigung von f auf einem Intervall [a,b] C
[100,500] € Neyr ist gegeben durch

f(b) = f(a)

[a.b] " b-a

Auf Wolfram Mathematica gestiitzte Berechnungen lieferten folgende durchschnitt-
liche Steigungen:

[a,b] | [100,200] [200,300] [300,400] [400,500]
Moy | #3,2880  ~3,3486 ~3,3714  ~3,3845

Tabelle 2: Durchschnittliche Steigung von f auf verschiedenen Intervallen.

Die wachsende Steigung aus Tabelle 2 macht den Versuch schwer, f(n) préizise von
oben durch eine Gerade abzuschétzen. Auch wenn die Steigung von Intervall zu
Intervall weniger stark wéchst. Fiir n € Neyg mit n <500 gilt jedoch (keine maximal
prézise Abschéitzung)

f(n) <t, < sn.

Die Abschétzung gilt auch fiir das ungefihre ¢, aus (4.2). Zwecks Lesbarkeit der
Ergebnisse schliefen wir den Abschnitt mit folgendem Korollar:

Korollar 4.8. Seine{1,...,500}. Dann gilt P,(z) #0 fiir alle z€ C~\R mit

2| >3,4- (z - 10) +5,5078.
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4.3 Abstand der Nullstellen zum Einheitskreis

Wir wissen, dass —1 unter den Einheitswurzeln die einzige Nullstelle von P, ist
und wann sie auftritt (vgl. Korollar 2.25). Doch gibt es weitere Nullstellen auf dem
Einheitskreis? Heim und Neuhauser vermuten Folgendes (vgl. [15, s. 7]):

Vermutung 4.9 (Heim, Neuhauser). Sei P,(z) =0 mit |z| = 1, dann ist z = 1.

In diesem Abschnitt werden wir Vermutung 4.9 untersuchen und kritisch hinterfra-
gen. Zum einen werden wir zeigen, dass Nullstellen o von P, die auf dem Einheits-
kreis liegen, immer Einheiten in Og(q) sind. Und zum anderen werden wir beweisen,
dass fiir jede primitive m-te Einheitswurzel (,, mit m > 7 auch Einheiten in Og(,,)
existieren, die von den m-ten Einheitswurzeln verschieden sind. Damit scheint es
durchaus moglich, dass andere Nullstellen auf dem Einheitskreis auftreten konnen.
Auch werden wir exemplarisch priifen, wie sich die Abstinde der Nullstellen zum
Einheitskreis fiir P, bis n = 500 verhalten. Wir beginnen mit dem Dirichletschen
Einheitensatz, der uns einen Uberblick iiber die Einheiten verschaffen wird.

Nachfolgende Definition und der Dirichletsche Einheitensatz sind aus [25, s. 41; s. 44]
iibernommen.

Definition 4.10. Fiir einen Zahlkorper K bezeichnen wir mit r die Anzahl der
reellen Einbettungen p : K — R und s die Anzahl der Paare k,k : K — C
komplex konjugierter Einbettungen.

Satz 4.11 (Dirichletscher Einheitensatz). Sei K ein Zahlkérper und p(K) be-
zeichne die endliche zyklische Gruppe der in K gelegenen Einheitswurzeln. Die Ein-
heitengruppe O%. von Ok ist das direkte Produkt von p(K') und einer freien abelschen
Gruppe F, vom Rangt=r+s—1.

Mit anderen Worten: Es gibt Finheiten eq,...,&¢, t =7+ s — 1, Grundeinheiten ge-
nannt, derart, dass sich jede weitere Finheit € eindeutig als ein Produkt

€=(ettgy
mit einer Einheitswurzel ¢ und ganzen Zahlen v; ausdriicken ldsst.

Bemerkung 4.12. Sei F; die freie abelsche Gruppe vom Rang ¢ aus Satz 4.11. Fiir
t > 1 ist jedes Element f € F; durch seine Grundeinheiten darstellbar mit

f=eltelt
Nun ist bekanntlich
Vi F,— 7 (efelt) = (v, 1)
ein Isomorphismus zwischen (F},-) und (Zf,+) und daher

2 u(K) x 7
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Vorbereitend zum néchsten Satz zitieren wir noch folgendes Lemma zur Eulerschen
o-Funktion |20, s. 247]:

Lemma 4.13. Es gilt:

(i) Die Eulersche @-Funktion ist eine sogenannte arithmetische Funktion, das
heif$t, sie st multiplikativ fiir teilerfremde Produkte:

Sind a und b teilerfremd, so gilt (a-b) = ¢(a)-@(b).

(11) Ist p eine Primzahl und k € N, so gilt:
p(*) =p" (- 1).

Nun kénnen wir folgendes Lemma zeigen.
Lemma 4.14. FEs gilt:

(i) Sei K ein Zahlkérper. Jedes z € O mit |z| = 1 ist auch ein Element der
FEinheitengruppe O von Ok.

(11) Sei (, eine primitive m-te Einheitswurzel mit m > 7 und K := Q((,,). Dann
existieren Elemente unendlicher Ordnung in O%.

Beweis. Zu (i): Sei K ein Zahlkorper und z € Ox mit |z| = 1. Nach der Definition
des Ganzheitsrings existiert ein normiertes Polynom f € Z[X] mit f(z) = 0. Fur
Polynome mit ausschlieflich reellen Koeffizienten gilt bekanntlich (leicht nachzu-
rechnen), dass Nullstellen unter komplexer konjugation Nullstellen bleiben. Daher
ist 7€ Og mit |Z] = 1. Es ist 2Z = |2|? = 1 und somit 27! =Z. Damit ist z € O}.

Zu (ii): Sei m > 7. Wir wollen zunéchst zeigen, dass ¢(m) gerade ist. Angenommen
m hat die Primfaktorzerlegung

n
m = pri, e; € N.
i=1

Nach Lemma 4.13 (i7) gilt

p(pf) =07 (pi = 1)
Fiir p; # 2 ist o(p]") daher gerade. Und fir p; = 2 ist ¢(p;*) gerade, wenn e; > 2 ist.
Wegen m > 2 finden wir mit Lemma 4.13 (7)

o(m) - @(Hp) (B )p(p) = 0 (mod 2).

Als néchstes zeigen wir ¢p(m) > 4. Nehme an fiir einen Primfaktor py, € {p1,...,pn}
mit ke {1,...,n} gilt p, > 5. Dann finden wir mit Hilfe von Lemma 4.13

p(m) =¢ (pr") = o(pi)-p(p) 2 o(p) = P (pe = 1) 2 (pe = 1) 2 4.
i=1
Nehme nun an py,...,p, <5. Dann existieren a, b € Ny, sodass m = 2% - 3%,
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Wir betrachten folgende Félle:
b>2: Dann ist

p(m) = p(2°-3") = p(29)p(3") 2 p(3") =31 -226.

b=1: Dann ist m =2%-3 und folglich a > 2.
p(m) = p(2%-3) = p(29)p(3) =271 - 2> 4.
b=0: Dann ist m = 2% mit a > 3.
p(m) =p(27) =271 > 4.
Insgesamt haben wir gezeigt
4 <p(m)=0 (mod 2). (4.3)

Sei nun (,, eine primitive m-te Einheitswurzel. Wegen m > 7 ist (,,, € C\ R. Deshalb
gibt es keine reellen Einbettungen von K := Q((,), d.h. » = 0. Und die komplexen
Einbettungen von K werden eindeutig durch das Abbilden von (,,, auf die Nullstellen
des m-ten Kreisteilungspolynoms ¢, bestimmt. Wegen Satz 2.10 ist deg(¢,,) =

©(m). Da jede komplexe Einbettung x eine weitere komplexe Einbettung & induziert,
my 43
ist s = # > 2. Wir halten fest:

r=0, s2>2.

Wir wenden den Dirichletschen Einheitensatz an und erhalten wegen t =r+s-1>1
und Bemerkung 4.12

O% = u(K) x Z,

wobei p(K) die endliche zyklische Gruppe der in K gelegenen Einheitswurzeln ist.
Da jeder vom Nullvektor verschiedene Vektor aus Z! unendliche Ordnung hat, exi-
stieren auch in O} Elemente unendlicher Ordnung. O]

Fiir eine primitive m-te Einheitswurzel (,, und K := Q((,,) ist wegen Ox = Z[(]
nach Lemma 4.14 (i) jede m-te Einheitswurzel in O} enthalten (Ox = Z[(,,] gilt
geméf Satz 2.11). Fiir m > 7 gilt nach Lemma 4.14 (ii), dass O} auch Elemente
unendlicher Ordnung enthélt. Da Einheitswurzeln endliche Ordnung haben, miissen
diese Elemente andere sein. Damit haben wir folgendes Korollar:

Q(¢m)- Dann enthdlt die Einheitengruppe OF. von O auch andere Elemente als die
m-ten Einheitswurzeln.

Korollar 4.15. Sei (,, eine primitive m-te Einheitswurzel mit m > 7 und K :=

Fiir Nullstellen a von P,,, die auf dem Einheitskreis liegen, folgt durch Kombination
von Korollar 1.28 (i) (s. Abschnitt 1.3) mit Lemma 4.14 (i), dass « eine Einheit
in Og(a) ist. In Korollar 4.15 haben wir gesehen, dass fiir jede primitive m-te Ein-
heitswurzel (,, mit m > 7 auch Einheiten in Og(,,) existieren, die von den m-ten
Einheitswurzeln verschieden sind. Daher scheint es durchaus moglich, dass andere
Nullstellen auf dem Einheitskreis auftreten koénnen. Wir betrachten nun exempla-
risch die Nullstellen von P,, bis n = 100 nahe des Einheitskreises.
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Im(z)

5 e 0<n<33
34 <n <66
e 67<n<100

— Re(2)

Abbildung 6: Nullstellen von P, mit |z| <2 bis n = 100.

In Abbildung 6 scheint es, dass mit wachsendem n Nullstellen auftreten, die ndher an
den Einheitskreis heranriicken. Wir untersuchen die Abstande der Nullstellen zum

Einheitskreis etwas genauer, jedoch lassen wir die wiederkehrende Nullstelle z = -1
dabei aufser Acht.
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Definition 4.16. Wir definieren
Zn={zeC:Py(2) =0}~ {-1},  dn = min{[|z] - 1[}.

Das heifst d,, bezeichnet den Abstand vom Einheitskreis zur néchstgelegenen Null-
stelle von P, ausgenommen der —1.

Ergénzend zu Abbildung 6 betrachten wir in der nachsten Abbildung d,, bis n = 100.

dn,
1.0 {eee-

o P,(-1)%0

o P(-1)= 0}

0.9 1

0.8 1

0.7 1

0.6 1

0.5 1

0.4 1

0.3 1

0.2

0.1 1

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 7: Werte von d,, bis n = 100.

Wir sehen in Abbildung 7, dass d,, fiir wachsendes n durchschnittlich kleiner wird.
Aufgrund der Schwankungen konzentrieren wir uns weiter auf durchschnittliche Ab-
stande.

Definition 4.17. Fiir ein Intervall [a,b] ¢ N ist der durchschnittliche Abstand vom
Einheitskreis zu Z,, gegeben durch

gt dy
0
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Auf Wolfram Mathematica gestiitzte Berechnungen lieferten

min {d } d386 R 0 0006. (44)

ne[1,500]

Weiter ergaben sich folgende durchschnittlichen Absténde:

[1,100] [101,200] [201,300] [301,400] [401,500]
~0,2082 ~0,1331 ~0,0915 ~0,0819 ~0,0679

] |
4 |
Tabelle 3: Durchschnittlicher Abstand vom Einheitskreis zu Z,, fiir verschiedene
Intervalle.

Die Quintessenz der Ergebnisse halten wir in folgendem Korollar fest:

Korollar 4.18. Der durchschnittliche Wert von d,, auf den Intervallen [1,100],
[101,200], ..., [401,500] ¢ N nimmt von Intervall zu Intervall ab. Sein Minimum
erreicht d,, dabei bei n = 386 mit dsgg ~ 0,0006.

Die Eigenschaft (4.4) ist aufgrund der durchschnittlich sinkenden Abstéande iiberra-
schend. Die Giiltigkeit von Vermutung 4.9 bleibt weiter ungekléart.

5 Weiterer Forschungsstand und offene Fragen

5.1 Potenzen der Dedekindschen Etafunktion
Fiir die Dedekindschen Etafunktion n: H — C gilt [10, s. 446]:

n(w)r=qﬁ H(l—qn)r:qgﬁ an(_r)qn, q:= e2miw
n=1 n=0

Der Bezug zu den D’Arcais Polynomen besteht darin, dass der n-te Fourier Koeffi-
zient genau dann verschwindet, wenn P, (-r) = 0 ist. Dazu nun ein grober Uberblick
zum Forschungsstand fiir r € Z. Wir beginnen mit zwei Definitionen aus 26, s. 1023].

Definition 5.1. Eine Reihe 2 }.77 ¢(n)z™ mit 0 < v € Q und Koeffizienten gegeben
durch ¢: Ny — C heift lakundr (lacunary), wenn

lm|{n|n£tundc(n)¢0}|

t—o0 t

=0

gilt.

Definition 5.2. Eine Reihe 27 7, c(n)xz™ mit 0 < v € Q und Koeffizienten gegeben
durch ¢: N — C heifst superlakundr (superlacunary), wenn sie in der Form

o0
> d(an®+bn + ¢) g rbnre,
n=—oo

mit a > 0 und a, b, ¢ € Z geschrieben werden kann, wobei d eine Funktion d : Ny — C
ist mit
an? +bn +c v d(an® +bn +c) e C.
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Fiir den Rest des Abschnitts dient der Artikel [17] von Heim, Neuhauser und Weisse
als Quelle, auf welchen der interessierte Leser fiir mehr Details verwiesen sei. Fiir
r <0 sind die Fourier Koeffizienten entweder trivial (fiir = 0) oder alle positiv. Fir
r > 0 ist hingegen wenig bekannt. Fiir r € N gilt:

n" ist superlakunér < r € {1, 3}

und wir wissen genau, wann fiir 7 und 7? die Fourier Koeffizienten verschwinden
(vgl. (0.2)). Serre bewies [29] fiir gerade r € N:

n" ist lakunir <> r € Sy = {2,4,6,8,10,14,26}.

Weiter dokumentiere Serre (basierend auf teils unveroffentlichten Arbeiten von At-
kin, Newman und Cohen) Paare (r,n) fiir die P, (-r) = 0 gilt. Serre’s Tabelle wurde
von Heim, Neuhauser und Weisse in [17]| erweitert. Grundlage dafiir waren Compu-
terberechnungen mit Hilfe der FLINT-Bibliothek [8][9] und die Hecke-Theorie der
Modulformen halbganzzahligen Gewichts. Mit Hilfe letzterer wurde folgende Propo-
sition bewiesen:

Proposition 5.3. Sei 1 < r < 24 eine ungerade ganze Zahl. Sei ng € N gegeben,
sodass Dg:=24ng +r die Bedingung p*> + Dy fiir alle Primzahlen p + 2,3 erfillt.
?-1
r(E-1) |leN, ggT(l,2-3) = 1}§N.
24
Angenommen, es gilt P,,(-r) =0. Dann gilt P,(-r) =0 fiir alle n € N,(ng). Solche
Zahlen ng nennen wir Quellen (sources).

N, (ng) = {n012 +

Kurzgesagt findet man fiir ungerades 1 < r < 24 eine Quelle ng, so verschwindet der
n-te Fourier Koeffizient von 7" fiir alle n € N,.(ng). Insbesondere verschwinden damit
unendlich viele Fourier Koeffizienten. Fiir n < 10'° hat r = 5 genau 6352 Quellen.
Die erweiterte Serre-Tabelle sieht wie folgt aus, sie gilt fiir ungerade r € N.

r Quellen ng N, (ng) Gepriift bis
5 1560,1802, ... {nol2+5-5L (1,2-3)=1,1eN} 101
7 28017 (2801712 + 751 (1,2-3) = 1,1 e N} 1010
9 - 1%} 1010
11 - 1%} 1010
13 - 1%} 1010
15 53 {429(}) + 53,1 e N} 1010
17<r<27 - ) 10?
29<r<549 - %) 108

Tabelle 4: Erweiterte Serre-Tabelle [17, s. 5| fiir ungerade r € N.

Gemifs Tabelle 4 verschwinden fiir r € {5,7, 15} unendlich viele Fourier Koeffizienten
von 7" und fiir ungerades r > 15 ist unbekannt, ob Fourier Koeffizienten verschwin-
den.
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Fiir gerades 7 € N\ S,,e, mit 12 < r < 550 wurde durch numerische Berechnungen
P,(-r) #0 fiir n < 107 gezeigt. Auberdem gibt es fiir gerade r ein paar Vermutungen.
Lehmer beobachtete fiir r = 24, dass der kleinst mogliche Index n eines verschwin-
denden Fourier Koeffizients (falls ein solcher existiert) eine Primzahl sein muss [22].
Er kam zu folgender Vermutung;:

Vermutung 5.4 (Lehmer (1947)). Fir n* sind alle Fourier Koeffizienten un-
gleich null. Oder anders ausgedriickt die Ramanujan Tau-Funktion T(n) = P,_1(-24)
hat keine Nullstellen in N.

Lehmers Vermutung wurde bis n ~ 8 - 10?3 nachgepriift und stimmt bis dahin. Ono
fand, dass die fiir » = 24 von Lehmer gefundene Primindex-Notwendigkeit auch fir
r = 12 gilt [26]. Ono spekulierte, ob daher auch fiir 72 kein Fourier Koeffizient
verschwindet.

Vermutung 5.5. Fir n'? sind alle Fourier Koeffizienten ungleich null.

Eine Vermutung von Maeda [19] impliziert, dass fiir 7*® kein Fourier Koeffizient
verschwindet.

Vermutung 5.6. Fir n*® sind alle Fourier Koeffizienten ungleich null.

Vermutung 5.6 ist fiir n <'5-109 gepriift worden und soweit korrekt. Alle drei Ver-
mutungen sind jedoch noch offen. Tatséachlich ist fiir jedes gerade r € N N\ Sepen
unbekannt, ob Fourier Koeffizienten von 1" verschwinden.

5.2 Nullstellen von Pj(z)

Am 07.09.2025 reichten Heim und Neuhauser einen Artikel [15] ein, in dem neue
Ergebnisse zu den Nullstellen von P und offene Fragen zu finden sind. Sie bewiesen
unter anderem Satz 3.14 (s. Abschnitt 3.2). Auferdem fanden sie Eigenschaften tiber
Nullstellen aufserhalb des Einheitskreises heraus. Wir geben dazu zwei Resultate aus
[15, s. 3] wieder. Die Notation wurde angepasst.

Definition 5.7. Sei 2% die Menge der Nullstellen von PJ. Die Menge aller Nullstellen
ist eine Teilmenge der Menge der algebraisch ganzen Zahlen und wird bezeichnet
durch

Satz 5.8. Sei g: N — Z mit g(1) = 1. Weiter sei (,, eine m-~te primitive Einheits-
wurzel mit m >3 und K = Q((,,). Dann gilt Folgendes:

(i) Es existiere eine Primzahl p +2 mit p | m. Dann gilt
{Gn+28:5e0k}nZ9=02.

(ii) Sei m > 1 nicht von der Form {2°3¢ : a € {0,1} und ¢ € No}. Weiter gelte
g(3) £2 (mod 3). Dann gilt

{Gn+30:68€0k}nNZ9=02.
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An dieser Stelle sei nochmal angemerkt, dass nach Satz 2.11 O = Z[(,,] gilt.

Korollar 5.9. Sei g: N — Z mit g(1) =1 und g(3) # 2 (mod 3). Dann gilt fir alle
primitiven Einheitswurzeln C,, mit m >3 und n > 1, dass P3((y +68) 0 fir alle

P e ZlGn].

Heim und Neuhauser prasentierten aufterdem offene Fragen und Impulse fiir weitere
Forschung [15, s. 7-8|. Diese beschreiben wir im Folgenden:

(i) Ergebnisse von Zmija. Es wire interessant herauszufinden, welche Verbin-
dung Satz 3.4 von Zmija zu Satz 3.14 hat. Eine Teilantwort gibt Beispiel 3.16.

(ii) Nullstellen auf dem Einheitskreis. Die Sitze 3.4, 3.14 und Korollar 2.25
geben uns bereits einige Aussagen zu den Einheitswurzeln als Nullstellen von
PJ. Doch wie sieht es im Fall g(3) =2 (mod 3) aus? Und gibt es Nullstellen
auf dem Einheitskreis, die keine Einheitswurzeln sind (siehe auch Vermutung
4.9)? Da A3y, € Z[ X ] und normiert ist, miissen Nullstellen algebraisch ganz sein.

(iii) Dedekind-Kummer Ansatz. Der in Kapitel 2 verwendete Ansatz kann prin-
zipiell dazu genutzt werden weitere Nullstellen auszuschliefsen. Bestimmen Sie
dazu geeignete algebraische ganze Zahlen « (wie zum Beispiel die primitiven
m-ten Einheitswurzeln der Ordnung grofer 2) mit P?(«) # 0. Und analysieren
Sie fiir den Zahlkoérper K := Q(«) einerseits die Primidealzerlegung von pOg
fir p € {2,3,5} und andererseits die irreduziblen Faktoren von Min, € Z[ X]
modulo p. Variieren Sie anschliefsend a zu einer anderen algebraisch ganzen
Zahl B, sodass Q(«a) = Q(p) gilt und der Index [Ok : Z[5]] kontrolliert werden
kann (vgl. Dedekind-Kummer-Satz 2.17 in Abschnitt 2.1).

(iv) Streckung des Einheitskreises. Sei K ein Zahlkorper. Der Kreis mit Radius
r € Ok ist gegeben durch

U,:={rzeC:|z|=1}.

Bestimmen Sie « € U, sodass PJ(«) # 0 fiir (fast) alle n e N gilt.

6 Fazit

In Kapitel 1 wurde die Familie der D’Arcais Polynome P, als eine Verallgemei-
nerung der Partitionsfunktion eingefiihrt. Es wurden grundlegende Eigenschaften
beleuchtet, wie der Zusammenhang zur Exponentialfunktion

. n - n\—=z . qn
Y Pu(2)q" =TI(1-¢") 7 =exp(z ), o(n)—)
n=0 n=1 n=1 n
und die rekusive Formel
Z n
P.(z) = - Z o(k)Py_1(2), Py(z)=1.
k=1
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Mit Hilfe der rekusiven Formel wurden folgende (bereits bekannten) notwendigen
Kriterien fiir Nullstellen o von P, hergeleitet:

(Z) Q€ OQ(Q),
(i)  «a¢ Ry,
(iii)  P,(a@) =0.

Weiter wurde zum einen fiir Nullstellen o von P, gezeigt, dass Min, € F,[z] (das Po-
lynom, welches durch die Reduktion der Koeffizienten modulo p von Min,, entsteht)
fir p € {2,3} eine bis auf Reihenfolge eindeutige Linearfaktorzerlegung besitzt. In
Kapitel 2 wurde zum anderen nachgewiesen, dass fiir jede primitive m-te Einheits-
wurzel (,, und Primzahl p eine Primidealzerlegung

PO = itp
existiert, wobei py,...,p, allesamt Trégheitsgrad f, haben. Dabei gilt auferdem
fo=fi=1 = m<2

Damit war der Weg fiir den neuen Beweis von Satz 2.20 (s. Abschnitt 2.2) geebnet.
Es wurde Satz 2.17 (s. Abschnitt 2.1) von Dedekind-Kummer auf (,, mit m > 3
angewandt, wobei die Voraussetzung p + [Of : Z[a]] wegen Ok = Z[(,,] fiir alle
p € P erfiillt ist (vgl. Bemerkung 2.12). Dies lieferte eine Korrespondenz zwischen
der Zerlegung von Min, und pOg. Unter der Annahme von P,((,) = 0 folgte
aufgrund der Linearfaktorzerlegung von Min,,, dass wegen besagter Korrespondenz
die Eigenschaft f; = f3 =1 und daher m < 2 gelten muss. Durch diesen Widerspruch
zur Annahme folgte schlieklich P,((,,) # 0 fiir alle m > 3. Im Anschluss wurde
P,(N) ¢ N gezeigt, wodurch 1 als Nullstelle nicht in Frage kommt. Schlieflich wurde
der Fall z = -1 mit Eulers Pentagonalzahlensatz 2.23 abgehandelt. Aus diesem folgt

P.,(-1)=0 < n ist keine Pentagonalzahl.

Satz 2.20 wurde in Kapitel 3 auf PJ fir ¢ : N — N mit g(1) = 1 und ¢(3) #
2 (mod 3) ausgeweitet (Satz 3.14). Entscheidend dabei war, dass sich n!P; dhnlich
wie n!P, verhélt und Min,, fir Nullstellen « von Py {iber Fo[2] und F3[z] fiir g(3) #
2 (mod 3) in Linearfaktoren zerféllt. Dadurch konnte die gleiche Beweistechnik
verwendet werden. Satz 3.14 wurde anschliefend mit Satz 3.4 von Zmija verglichen
(ein dhnlicher Satz mit anderen Forderungen an g). Dabei wurde die Existenz eines
Falls gezeigt, in dem Satz 3.14 angewandt werden kann, jedoch Satz 3.4 nicht (vgl.
Beispiel 3.16). Ferner wurde begriindet, warum ein umgekehrtes Beispiel (falls eins
existiert) nicht leicht zu finden ist. Mit Beispiel 3.16 wurde die offene Frage in welcher
Verbindung Satz 3.14 zu Satz 3.4 steht (vgl. [15, s. 7]) teilweise beantwortet. Am
Ende von Kapitel 3 wurde auf die Verbindung von P zu assoziierten Laguerre-
Polynomen durch

A z
Pi(z) = 2L (-2).

hingewiesen und einige Ergebnisse prasentiert (s. Abschnitt 3.3).
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Kapitel 4 behandelte die Nullstellenverteilung von P,. Dabei wurden Eigenschaften
ausgewdahlter Nullstellen in verschiedenen Latex-Plots visualisiert und analysiert. Die
Nullstellenbestimmung von P, bis n = 500 mit der Software Wolfram Mathematica
(Wolfram 14.1) vom Unternehmen Wolfram Research war Grundlage fiir die Plots
und Berechnungen. Dabei ergaben sich kleinere Ergebnisse wie Korollar 4.8 und
4.18, sowie zwei Vermutungen:

(i) Die betragsgrofste Nullstelle von P, ist stets reell.

(ii) Die Absolutzahl echt komplexer Nullstellen steigt durchschnittlich fiir wach-
sendes n und P, besitzt fiir n > 34 mindestens eine echt komplexe Nullstelle.

Weiter wurde die von Heim und Neuhauser entdeckte Schranke s, =9,7226-(n-1)
fiir den Betrag von Nullstellen vorgestellt. Sowie IThre Vermutungen 4.2 und 4.9:

(i) P"T(Z) ist ein Hurwitz-Polynom und die Nullstellen sind einfach.
(i) Sei P,(z) =0 mit |z| =1, dann ist z = -1.

Zum Schluss wurde in Kapitel 5 ein Ausblick gegeben. Die Verbindung von P, zur
Dedekindschen Etafunktion n:H — C durch

77(0.))*2 = q’i H(l - qn)fz — q*§ Z Pn(z)q”, qi= 27w
n=1 n=0

wurde benannt, sowie ein grober Uberblick iiber den Forschungsstand zu Potenzen
1" mit r € Z gegeben und offene Fragen benannt, wie z.B. die Existenz von Null-
stellen fiir n'2, n?* und n*® (vgl. Abschnitt 5.1). Anschliefend wurde in Abschnitt
5.2 ein Einblick in den kiirzlich eingereichten Artikel [15] von Heim und Neuhauser
iiber Nullstellen der D’Arcais Polynome gegeben. Anlass war es, Satz 3.14 in den
Kontext des aktuellen Forschungsstands einzuordnen und die neuesten Erkenntisse
zu présentieren, insbesondere die Idee, die Beweistechnik von Satz 3.14 zum Aus-
schliefen weiterer Nullstellen zu nutzen.

Die Arbeit hat mir gezeigt, dass die D’Arcais Polynome weitreichende Verbindun-
gen in der Mathematik haben und die Nullstellenverteilung durch den Bezug zur
Dedekindschen Etafunktion besonders interessant ist. Jene ist allerdings schwer zu
erfassen, wie die zahlreichen offenen Vermutungen belegen (s. Kapitel 5). Die Vi-
sualisierung der Nullstellen durch Plots war sehr hilfreich, um fiir ausgewéahlte n
Eigenschaften von P, herzuleiten (s. Kapitel 4). Es wére interessant herauszufinden,
wie nah (betraglich) echt komplexe Nullstellen fiir wachsendes n an die Schranke
von Heim und Neuhauser heranriicken (s. s, in Abbildung 5) und ob diese durch
eine (deutlich) prézisere lineare Funktion abschétzbar sind. Hierzu kénnte man die
Beweistechnik aus [14] auf potenzielle Nutzbarkeit analysieren. Ein iiberraschendes
Ergebnis war Korollar 4.18 (s. Abschnitt 4.3). Man wiirde intuitiv erwarten, dass
das Minimum von d,, im letzten Intervall liegt. Hier konnte man weitere Intervalle
untersuchen.
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